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SOBRE L’OPTIMITZACIO DE LA PRODUCCIO
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En aquest article estudiem un métode recentment proposat per Narcis
Nabona per a Uoptimitzacid de la gestid dels recursos hidroelécirics
en un sistema d’embassaments sota condicions d’estocasticilat. El
métode es basa en la transferéncia del problema estocdstic a un pro-
blema determinisia que pol ser iractal per técniques de fluros mul-
tiarticle no lineals sobre rarzes.

Estem interessats aqui en ezaminar amb detall el mecanisme d’aquesta
transferéncia i en la seva justificacid des del punt de vista proba-
bilistic, deizant de banda la qiestid de l'adequacid del model, exten-
sament estudiada per Nabona amb anterioriial.

Comencem fent una descripcid completa del problema, que inclou la
construccié d’una funcid objectiu forga general dependent del cost
de generacid d’energia hidroelécirica i de la politica escollida per al
moviment de ’aigua present a la zarza. Després es descriu s de les
dades estadistiques a l’abast successivament per al cas d’un interval
temporal i una conca fluvial, diversos intervals 1 una sola conca 1
finalment per al cas de diverses conques.

On the optimization of hydroelectric power generation with
random water inflows.
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I. PLANTEIG

1. INTRODUCCIO

El nostre objecte d’estudi és el problema de I'optimitzacié a llarg termini
de la produccié hidroeléctrica en un sistema hidrografic d’embassaments, que
anomenem també Problema de la Coordinacié Hidrotérmica a llarg termini.
Amb aixd ens referim a la recerca d’una adequada politica de gestid dels recursos
hidraulics disponibles per tal de satisfer la demanda d’energia, tot coordinant-la
amb la generacié d’energia térmica i minimitzant les despeses de produccio.

Donat que un sistema hidrografic té fisicament I’estructura topologica de
xarxa, amb els embassaments actuant com a nodes i els canals per on circula
laigua com a arcs, el problema cau de manera natural entre els anomenats
de Fluzos sobre Xarzes, pels quals hom disposa d’eficients especialitzacions de
I’algorisme del simplex.

La dificultat principal d’aquest problema, lligada directamente amb el fet que
es pretengui obtenir una politica de gestié a llarg termini, és a dir, cobrint un llarg
periode de temps, és la incertesa amb qué es coneixen els recursos disponibles
en el moment de fer els calculs. En aquest sentit, ens trobem davant d’un pro-
blema estocastic. El procediment general per tractar problemes d’optimitzacié
estocastica és la construccié d’un problema determinista “associat”, la resolucid
del qual sigui factible, i tal que els resultats es puguin reinterpretar de nou en
termes de I’estocasticitat original. Dins d’aquest marc general, i degut a la varie-
tat de plantejaments estocastics possibles, no existeix una teoria que els englobi,
sino sols una col-leccié casuistica de técniques ad hoc. Stancu-Minasian [7], per
exemple, déna una visié general dels plantejaments i tecniques més habituals.

La intencié d’aquest article és estudiar la construccié determinista introduida
per Nabona [5] per tractar el problema esmentat. Estem exclusivament interes-
sats en descriure el pas del problema estocastic al determinista, i provar la seva
correccié mitjancant el calcul de probabilitats rigorés. No entrarem en la dis-
cussié de les técniques concretes de resolucié del problema associat ni del model
de variables i funcié objectiu adoptat per representar la realitat (vegi’s Nabona
[5] i [6]). La major part dels calculs i detalls que aqui no figuren han estat
publicats en el report técnic Alabert [2].
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2. TOPOLOGIA DE LA XARXA

Determinarem primer de tot l’estructura de la xarxa d’embassaments que
hom suposa s’adapta a la situacié real.

A cada embassament, s’assumeix que el volum d’aigua present pot ser sub-
dividit de manera arbitraria en cinc parts a cadascuna de les quals li és aplicada
una de les segiients operacions:

a) Generacid: L’aigua es turbinada, generant energia eléctrica, després de que
viatja aigues avall fins un altre embassament o bé es perd definitivament
si no n’hi ha més.

b) Bombament: 1’aigua consumeix energia excedent per recuperar altura fins
un embassament situat aigues amunt.

¢) Transvasament: L’aigua és transportada d’un embassament a un altre. Se
suposa qile aquesta operacié no consumeix ni genera energia.

d) Vessament: Aigua sobrant d’un embassament massa ple pot ser vessada
aigues avall sense produir ni consumir energia.

e) Emmagatzematge: Operacié nu-la. L’aigua roman a embassament en que
es troba.

Cal exceptuar ero, l’operacié de vessament, que re uereix un nivell d’aigua
) ’ ’
per sobre d’un cert minim.

A cada operacié no nul-la li associarem un tipus d’arc. Aquests arcs es co-
rresponen als canals fisics (naturals o artificials) que condueixen ’aigua. Segons
Poperacié associada, els anomenarem arcs de generacid, arcs de bombament, arcs
de transvasament i arcs de vessament. Afegim als anteriors els arcs d’aportacié
natural, representant els canals de recollida d’aigua en els embassaments que en
disposin. A la figura de la pagina segiient, mostrem una tipica xarxa amb els
arcs etiquetats segons el seu tipus.

En el dibuix, tots els embassaments estan interconnectats, pero si dos em-
bassaments pertanyen a conques hidrografiques diferents no els unira cap cami
d’arcs, resultant doncs que la xarxa se subdivideix de manera natural en diferents
parts inconnexes entre si.
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Procedim ara a incorporar la component temporal del problema. Tipicament,
Poptimitzacié a llarg termini es refereix a la recerca d’una gestié optimal dels re-

cursos durant un cert nombre d’intervals de temps suficientment extensos perque -

’aigua pugui viatjar d’un punt a un altre de la xarxa en un temps sensiblement
menor. D’aquesta manera, la mateixa aigua amb qué es fa una determinada
operacié en un embassament pot ser reutilitzada en un altre embassament dins
el mateix interval temporal. Com a excepcid, considerarem que l’aigua sotmesa
a bombament no es reutilitza dins el mateix interval. Es tracta d’una impo-
sicié natural, atés que ’energia consumida per bombar sempre sera superior a
la obtinguda per nova turbinacié de la mateixa aigua.

L’evolucié del temps es modela mitjangant la replicacidé de la xarxa tantes
vegades com intervals tingui el periode total d’estudi. Diferents repliques conse-
cutives queden connectades pels arcs de bombament (s’evita aixi la reutilitzacid
de ’aigua) i per arcs d’un nou tipus que representara la operacié nul-la i que ano-
menarem arcs de emmagatzemaige, sense existéncia fisica. Hem d’afegir també,
per a cada embassament, un arc amb desti el node que representa 'embassament
en el primer interval, i que és I'encarregat d’introduir el volum inicial que conté
al principi del periode, i un arc amb origen el node de 'embassament a I'ultim
interval, representant el volum que hi roman al final del periode. Seran els arcs
de volum inicial 1els arc de volum final respectivament.

310



La xarxa replicada temporalment és I’objecte amb que treballarem. En tot
el que segueix parlarem de la xarxa referint-nos a la xarxa replicada, llevat
que s’especifiqui el contrari. Establim, per comoditat d’exposicid, les seguents
definicions addicionals relatives a elements de la xarxa:

Direm que un node és un punt d’aportacid si és desti d’un arc d’aportacid
natural. Anomenarem volum d’aigua present en un arc al que circula per ’arc
en qiiestié. En general, parlarem de volum d’aigua present en un puni de la
xarxa. Un arc que tingui per origen un node pertanyent a la réplica i—eésima
de la xarxa original direm que és un arc adscrit a l'interval i—ésim. Finalment,
quan la xarxa es composi d’arcs pertanyents a diverses conques hidrografiques,
parlarem de les diferents conques o components connezes de la xarxa. Notarem
per A el conjunt de tots els arcs.

3. LA ESTOCASTICITAT

En un problema del tipus Fluxos sobre Xarxes determinista, els fluxos externs
que alimenten la xarxa sén nombres reals coneguts, que s’utilitzen com a dades
de ’algorisme optimitzador formant part del conjunt de constriccions. En el
nostre cas, podem suposar que s6n conegudes les quantitats circulant pels arcs
de volum inicial (sén les actuals en el moment de realitzar Pestudi) pero no els
fluxos dels arcs d’aportacié natural, que pertanyen al futur. o

Suposarem que, com a informacié de qué passara en el futur, es disposa de
les leis de probabilitat que seguiran les aportacions naturals. Es a dir, les apor-
tacions naturals seran variables aleatories, i aixd és el que confereix el caracter
d’estocastic al problema. De fet, com veurem a V’apartat 5, hi ha d’altres com-
ponents aleatdries, perd que no ofereixen cap dificultat.

L’aleatorietat de les aportacions naturals es transporta a tots els demés flu-
xos de la xarxa, degut a que obviament sén funcions de les primeres, a través de
les constriccions d’equilibri de nodes. Per tal de tractar ’aleatorietat dels flu-
xos, Nabona associa al problema de fluxos monoarticle estocastics sobre xarxes
un problema de fluxos multiarticle deterministes. A I'apartat 4 examinarem el
mecanisme d’aquesta tranferéncia.

Cal admetre que la llei de probabilitat de cap esdeveniment aleator:i pot ser
mai coneguda amb certesa 1, de vegades, quan I’experiment és irrepetible, tampoc
pot ser coneguda amb I’aproximacié que es desitjaria. Hem de conformar-nos
amb la informacié que es pugui deduir de dades estadistiques obtingudes de
experiéncies anteriors. En aquest sentit, i tenint en compte que el régim plu-
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viometric segueix un marcat cicle anual, és natural considerar com a experiéncies
anteriors les aportacions naturals que per a cada interval del periode d’estudi
i cada punt d’aportaci6 ens donen els registres historics. Suposarem doncs que
els intervals temporals sén fraccions d’any (mesos o setmanes, per exemple) i
que per a cadascun dels intervals i cada punt d’aportacié hom disposa del volum
d’aigua arribada durant ’interval en qiiestié al llarg d’un cert nombre d’anys.

La utilitzacié més simple d’aquests registres historics passa per oblidar ’ordre
en qué han estat obtinguts, és a dir, per no prendre en consideracié ’any corres-
ponent a cada volum registrat. Usarem aquesta estratégia, que implicitament
suposa la independéncia de les aportacions entre anys. També és possible un
tractament estadistic més sofisticat que tingui en compte ’ordre natural de les
dades i permeti aixi investigar 1 fer is d’eventuals tendéncies temporals.

Tornant als fluxos externs de la xarxa, assenyalem finalment que els arcs de
volum inicial no intervindran en l'estudi de I’estocasticitat 1 hom pot suposar,
per simplificar, que transporten un volum d’aigua zero. Pel que fa als arcs de
volum final, les quantitats transportades pels quals cal imposar arbitrariament,
és indiferent que aquestes quantitats siguin nombres reals o lleis de probabilitat.
Podem suposar també que sén zero. La resta de fluxos externs (l’aigua que
es perd aigues avall després d’un embassament final) venen determinats per les
constriccions d’equilibri de nodes.

4. FLUXO0S MULTIARTICLE

Com ja hem esmentat, la técnica particular que volem investigar és la trans-
formaci6 del problema estocastic de fluxos monoarticle en un problema deter-
minista de fluxos multiarticle. El problema multiarticle, descrit per exemple en
Kennington-Helgason [4], es tracta algorismicament mitjan¢ant la multiplicacié
dels arcs originals, de forma que hi hagi un arc per cada article, afegint-hi a més
constriccions addicionals de “capacitat mitua”, per evitar que el canal fisic que
representen ultrapassi la seva limitacié natural. No obstant, per a la discussié
teorica que seguira, és més comode pensar en un sol arc pel qual viatgen junts
tots els articles. Les iniques constriccions que sera necessari tenir en ment sén
les de no negativitat per a tots els fluxos interns de la xarxa.

El que cal doncs és convertir I'inic article que en realitat es mou per la xarxa,
que és l’aigua, en diversos articles, ficticis, que es poden pensar com a aigiies
en diferents classes. El nombre d’articles, que notarem per k, és arbitrari. El
procediment és el que descrivim tot seguit.
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Suposem per un moment que coneixem la vertadera llei de probabilitat se-
guida per la variable aleatoria d’aportacié natural en un punt d’aportacio.

Obviament, es tracta de una variable aleatoria X acotada (inferiorment per
zero, superiorment per una certa quantitat no sobrepassable, determinada per
la capacitat fisica dels canals que recullen I’aigua). Aixo significa que la llei de
X té suport compacte, i en tal situacié es poden definir les quantiles qo d’ordre
a € [0, 1]:

_ min{z:F(z) > a}, sia€]0,1]
o= { sup{z: F(z) =0}, sia=0

on F representa la funcié de distribucié de la llei de X. Clarament, podem
suposar que F' és continua.

Considerem una particié de k elements Iy = {0 =ap < -+ < @g-1 = =1} de
P'interval [0,1], i les quantiles associades {qaq, - - -;qar_, }- L2 funcxo F} definida
per

k-2
153
Fk(z = Z < +1 (z - qa ) + Qg ) ) 1[qai)qﬂ‘+1[(z) + 1[qak_1,oo[(z))

Qoipr — Ga;

i=

on 17(z) = { (1) Zi z Z ; és la funcid indicador del conjunt I, compleix llavors

les propietats que caracteritzen les funcions de distribucié i és continua 1 lineal a
trossos. F' i F; comparteixen les mateixes quantiles d’ordres «g,aq, ..., 0k~
Posant, per fixar idees, k£ = 4, i dibuixant én una mateixa grafica F 1 F k
obtindrem la figura

wm  wes o -

1= aa -
[+

qY -

0=ap
Qog dey Qas da;
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Sinotem || = <m<agc a;—ai_1, i {llx}reN és una successié de particions
1<i<k~1 '

de [0,1] tals que klim || = 0, amb F la funcid lineal a trossos que acabem
- 00

d’introduir relativa a la particié I, es evident que Fi(2) T5 F(z) uni-
formement. (Altrament dit, les lleis associades a cada Fi convergeixen a la llei
associada a F' en el sentit de la convergeéncia feble de probabilitats). En aquest
sentit, F'; és una aproximacié de F.

En el nostre cas, les lleis de les aportacions naturals no son conegudes i tota la
informacié de qué disposem ve donada per una mostra d’un cert tamany. Farem
aleshores la construccié de F a partir de les quantiles empiriques proporcionades
per la mostra:

Si X = (21,...,%n) és una mostra de tamany n de la variable X, la lle:
empirica associada a X té per funcié de distribuci6

n—1 .

1 )
Fe(z)=) ~Azsinal(2) + Lz ,00(2)-

i=1

Les quantiles empiriques de X sén les quantiles de Fg. O sigui, §o = #—_|_qn],
(e €]0,1]), on |-] denota part entera.

El Teorema de Glivenko-Cantelli afirma que F3(z) convergeix a F(z) uni-
formement al créixer el tamany de la mostra. Per altra banda, és conegut també
que en la mateixa situacié les quantiles empiriques convergeixen a les vertaderes.
D’aquests dos fets es dedueix facilment que la funcié Fy , obtinguda a partir
de la llei empirica amb tamany mostral n convergeix (uniformement) al créixer
n ala Fy que s’obté a partir de la llei real de X.

Cal remarcar que s de les quantiles empiriques no és taxatiu. De fet, el
que ens interessa de la llei empirica sén les seves propietats de convergencia al
créixer la mostra, i per tant una altra llei amb les mateixes propietats ens pot
servir igual. Per exemple, hom pot substituir els “graons” constants de la funcié
de distribucié empirica per interpolacions lineals entre els valors mostrals; aixo6
és, hom pot definir

n—1 .
- 1/n . L
Fy(z) = L <m (z —zi) + 7—1—) Agg,zi4a(2) + 1 0 00[(2)-
i=1 t :

Es facil demostrar la convergéncia uniforme d’aquesta Fiy a F amb 'ajuda de
la convergencia de la funcié de distribucié empirica.

El que volem es treballar amb la funcié Fy . (per certs k i n fixats) com si
es tractés de la funcié de distribucié de la variable d’aportacié natural. Acabem
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de deduir que _F-k,n aproxima F' en el sentit que

klirgonlergoFk,n(z) = F(2),
perd per tal de tenir un resultat practic d’aproximacié cal saber qué passa quan
k in creixen conjuntament. En general no es té ’anterior convergéncia llevat que
k i n guardin una certa relacié. Vegi’s Alabert [1], teoremes 2.4, 2.5 i proposici6
3.1 per a un resultat precis en aquest sentit.

Noti’s que la funcié de distribucié F té densitat, donada per

k~2

41 — Q&
f(l') = Z i ) l[qai*qa,‘w‘.l[(z)’

imo Qg Qo

amb grafica, cas k = 4,

) Gay day o3

Les arees dels rectangles sén precisament oy — ag, @z — 1, 3 — @2. Anome-
narem rectangulars a les lleis que tenen aquest tipus de densitat. Per simplificar
la, discussié i les notacions utilitzarem, gairebé sempre d’ara endavant, el valor
k = 4. Tot s’estén sense dificultat a k arbitrari.

Fixats els ordres ag, a1, oo, a3, tota distribucié rectangular es pot descriure -
mitjancant la quaterna de nombres (¢aq, a1 Gas» as ), © €quivalentment la qua-
terna (qug) Gy — Jao» Jos — day s Jas — a3 ), que escriurem (X9, X1, X2, X3). Ano-
menarem llei rectangular de parametre (X°, X1, X2, X3) alallei rectangular que
té per quantiles d’ordres ag, a1, a2, @3 €ls ¢qq, Qo Jas, 4oy anteriors.

El modelatge del problema per fluxos multiarticle consisteix en utilitzar els
nombres X%, X1, X% X3 com les quantitats presents de quatre articles diferents
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0,1,2,3 que circulen a través de la xarxa. Aixo vol dir que la preséncia de quan-
titats X0, X1, X2, X3 dels articles en un punt de la xarxa cal interpretar-la com
el fet que l’aigua present en el punt esmentat és una variable aleatoria seguint
una llei rectangular de parametre (X, X!, X2, X®). El conjunt dels fluxos dels
quatre articles per tots i cadascun dels arcs que conformen la xarxa replicada,
respectant totes les constriccions, constituirian un punt factible per al metode
del simplex que caldrd anar millorant en base a una determinada funcié objec-
tiu. Anomenarem politica a cadascun d’aquests punts factibles. La politica, al
mateix temps, ha de determinar d’alguna forma qué cal fer amb Paigua que sera
realment present en cada punt de la xarxa si finalment s’adopta com a dptima.
Per tant, cal establir una funcié, determinada per la politica, que assigni a cada
quantitat possible d’aigua present en un node qué cal fer amb ella. Procedim
seguidament a definir aquesta funcié.

Fixat un node N, sigui (V°, V!, V2 V3) la quaterna resultant de tots els arcs
que tenen per desti el node N, aixd és, la suma component a component de les
quaternes corresponents als arcs individuals que conflueixen en N.

Sigui (X°, X!, X2, X3) la quaterna corresponent a un arc que té per origen
el node N isigui N’ el seu node desti. Graficament

Suma dels arcs que arriben a N

(Vo,Vl,Vz,Va)

A
: Altres arcs d’origen N
\

Arc individual (X°, X', X3 X”)

d’'origen N

£\

Finalment, sigui V el volum total d’aigua realment present en el node N.

[

En aquesta situacid, el volum d’aigua X que en realitat viatjara per 'arc NN’
s’obtindra mitjan¢ant la férmula
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¢ 1

X0 —)‘;l—(V—-Vo), SVO<V < V04V

2
X°+X1+-§—§(V—(V0+V1)), siVO4 Vi<V L
X = VOt Vi4v?
3
X°+.X1+X2+%(V—(V°+V1+V2)), sSiVO4+VI4+VI<V L
VOt V4 VI V3

\

V sera sempre una variable aleatoria. La férmula anterior ens descriu una funcié
h:R — R tal que X = h(V). Per tant X és una variable aleatoria els valors
de la qual queden determinats pels valors de V. Direm, abreujadament, que X
depén totalment de V.

Noti’s també que h és una funci6 determinada per X0 x1 x2 X3, vO, Vi, ve,
V3, és a dir determinada per la politica en curs d’estudi, i la correspondéncia és
biunivoca. Tenim aixi, resumint, tres interpretacions pel conjunt de quaternes

{(X° X1, X% X3)4,A € A}, que son:

1) Per acada A € A, (X°, X', X?,X®%)4 identifica la llei de probabilitat que
segueix la variable que ens diu I’aigua present a Parc A.

2) La politica, en el sentit de punt factible del métode del simplex.

3) La politica com a funcié que assigna al volum actual en cada node qué cal
fer amb ell.

5. LA FUNCIO OBJECTIU

La funcié objectiu d’un problema d’optimitzacié determinista assigna un nom-
bre real a cadascun dels possibles valors presos per les variables de les quals
depén. En el cas dels fluxos sobre xarxes aquests valors sén quantitats o volums
d’un cert objecte que circula pels arcs de la xarxa. Particularitzant a sistemes -
d’embassaments, I’objecte en qiiestié és aigua que, al viatjar per arcs de gene-
racié o bombament, provoca un guany o una despesa d’energia eléctrica. La
quantitat total d’energia obtinguda en cada interval temporal ¢ sera la suma de
les generacions individuals d’arcs adscrits a ¢, essent per tant una funcié Gi(%),
si notem per & el vector de fluxos circulant pel conjunt dels arcs A. Si #A és

el cardinal de A, es té 7 € R*4,

317



Seguint les idees de Balleriaux-Jamoulle-Linard de Guertechin [3], I'energia
hidraulica obtinguda determina un cost de generacié de ’energia térmica com-
plementaria per satisfer el total de la demanda. El cost associat a ’'interval sera
una funcié C;(G;), 1 el cost global del periode d’estudi sera la suma d’aquests
costos per interval. Si I és el nombre d’intervals temporals, tenim doncs una
funcié objectiu f a minimitzar de la forma

1
J(#) = C(Gr(2), ., (&) = 3 C: (Gi())

Aquesta funcié objectiu, en principi determinista, pot esdevenir aleatoria per
diversos motius.

En primer lloc, sabem que els fluxos & sén variables aleatories que a més
depenen de la politica P. Per a un cert espai de probabilitat (2, F, p), i tenint
en compte que la politica és un vector de dimensié 4 x #.A4, £ serd una funcié
mesurable

(RH#4 x Q z . R#4
(P,w) ——— — Z(P,w) = (z1(P,w), ..., z44(P,w))

que ens converteix la funcié objectiu f en aleatoria:
[ (EP,w)) = C(Gi(F(P,w)), ..., Gr(E(P,w)))

En segon lloc, la funcié C pot estar sotmesa a fluctuacions del mercat i esdevenir
en si aleatoria. Obtenim ’expressid

f(Z(Pw),w) = C(G(F(P,w)),...,Gr(Z(P,w)),w) .

De fet les funcions G; sén també, en rigor, aleatories, degut a eventuals pérdues
de rendiment de la maquinaria. Pero la probabilitat que una maquina de ge-
neracié hidroeléctrica no treballi correctament és petita i optimitzant a llarg
termini aquesta eventualitat queda contemplada en un coeficient de rendiment,
que depén principalinent de la configuracié fisica de I’estacié generadora. Supo-
sarem que aquest coeficient és part integrant de la funcié G;.

f(Z(P,w),w) no es pot utilitzar directament com a funcié objectiu degut
a la presencia del paranetre aleatori w. Es for¢ds eliminar aquest parametre
mitjangant 'actuacid d’un funcional que assigni a la variable aleatoria

f(Z(F), )

BRSSPIV =

F(#(P,w),w)

w
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un nombre real prou representatiu. El candidat privilegiat (pero no 'inic pos-
sible) és 'operador esperanga.

Prenent esperanca, E[f(Z(P,w),w)] = /f(:E'(P,w),w) p(dw), el parametre w
Q

desapareix i ens queda una funcié que depén només de la politica. Com hem
vist a I’apartat anterior, la politica és precisament el vector de fluxos que circu-
len per la xarxa en el problema multiarticle substituint ’aigua real, desconeguda
a priori. Aixd completa la construccié del problema d’optimitzacié determinista
associat a ’aleatori original.

Per tal de calcular Panterior integral, és natural suposar que les aleatoritza-
cions degudes a aportacions naturals i cost sén independents. Podem aleshores
pensar que (P, ) i C(G, ) sén variables aleatories definides sobre dos conjunts
diferents 1, 29, dotats de probabilitats p1, ps respectivament,i f(Z(P,-),) esta
definida en el conjunt Q; x Q9 provist de la probabilitat producte p = p1 ® p2.

Aixo vol dir que f(F(P,w),w) es pot posar com f(Z(P,w1),wz) 1que, aplicant
Fubini,

BUGP ) wa] = [ S(E(P)0n) pldlon, )
- / G EB 1)) ., GrlF(Pror))s ) pald)ps(din).
a, Ja,
El resultat de la primera integral és una funcié C(G1(F(P,w1)), . . ., GI(Z(P,w1)))

= (C o G)(Z(P,w1)) = (C o G o &)(P,w;) (funcié mitjana de cost), que ja no
depén del parametre aleatori w,. Integrant després sobre ; s’obté una funcid

determinista C o G o Z(P), que reescriurem per simplificar F(P).

6. EXEMPLE

Siguin, com fins ara, G; la generacié corresponent a I'interval temporal ¢,
i Ci(Gi,w2) la funcié de cost en aquest interval. Suposem que cada C; esta
modelada com una funcidé polindmica de G; a coeficients aleatoris. El cost total
del periode sera

~

I
C(G7w2 Z /i Gn“’? =Z( ?(w2)+03(w2)G,+cf(w2)Gf+
i=1

+ (UJ2) Gn)
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Integrant respecte wy, s’obté

(@) = (af +a} -Gi+a? -G} +---+a?-G})

M~

i=1

essent a* = / M (we)p2(dwy), m=0,...,n.
12
I per tant,

F(P) :/ﬂ (To G o) (Punp(den)

I
= ; <a? + a} o, Gi(Z(P,w1))p1(dwi) + a?/ [Gi(f(P,wl))]:z p1(dwy )+

O,

Foeet a?/m [Gi(Z£(P,w1))]" Pl(dwl)) :

K
Notem per K el nombre d’arcs adscrits a cada interval. Es té G; = ng,
. k=1

on g; (:B(P wy)) és la generacm (positiva, negativa o nul-la) del k—ésim arc de
I 1nterval i.

Slgu»l a = (ai,...,ak) € N'K un multiindex i notem, com és habitual,
la|36¥1+---,+011{.‘ :

Aleshores, per a cada m =0,...,n,

K m
/ﬂl [Gi(f(P,wl))]m pi(dwy) = /ﬂ; [;9?(5(}):”1))] p1(dwn)
:/n S e G o [ P )] ™ pr(den)

al- o ag

= Z aK ]:[ gz Pwl 01 pl(dwl).

Iafzm k=

El comportament de la integral amb el producte depén de la dependéncia es-
tocastica dels factors que hi intervenen. Posposem el calcul fins al final de la
seccid IV, després de I'estudi del cas de diverses conques. Conseqiliéncia del que
hem fet fins aqui és que la component que podriem anomenar no-natural del
problema, la que prové de les despeses d’explotacid, és calculable independent-
ment 1 produeix unes constants que s’obtenen a priori d’una vegada per totes.
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La part que depén de la politica, per contra, haura de ser computada cada cop
que es necessiti una avaluacié de f(P), és a dir, a cada iteracié de 1’algorisme
optimitzador. Per tltim, resta fer la observacié obvia que els nombres a? no
juguen cap paper en la determinacié de la politica Optima, i per tant es pot

suposar simplement que sén zero.

II. UN INTERVAL I UNA SOLA CONCA

Acabem de definir el problema determinista que associem a l’aleatori verta-
der. El punt clau d’aquesta associacid és la interpretacié dels volums X0 X' X2,
X3 dels articles presents en cada punt de la xarxa com la llei de probabilitat
(rectangular de parametre (X, X', X2, X?)) que segueix la variable aleatoria
X(w) que té per valors I’aigua real en el punt i depén del parametre aleatori w
(el wy del final de la seccié anterior). Sabem, per construccid, que aixo és aixi
per a les variables d’aportacié natural. Cal demostrar que és cert per a totes les
variables de la xarxa.

Direm que un arc és coherent, o que la variable aleatoria que representa
’aigua que hi circula és coherent, quan aquesta variable aleatoria segueixi una llei
rectangular de parametre (X%, X1, X2, X?), essent X°, X!, X2, X? els volums
dels articles que la politica dicta per I’arc en qilestié. L’objectiu d’aquesta seccio
és provar la coheréncia de tots els arcs de la xarxa sense replicar; és a dir, quan
només hi ha un interval temporal. Suposarem, a més, que la xarxa consta de
una sola conca. / .

Donat que el problema de fluxos multiarticle sobre xarxes té les seves propies
regles operacionals, cal comprovar que I’aplicacié d’aquestes regles no distorsiona
la interpretacié dels volums dels articles com a parametres de la llei del volum
d’aigua real. Per exemple: Si a un node de la xarxa concorren dos arcs amb
les quantitats X%, X, X2, X3 i Y, Y1, Y2 Y3, les quantitats totals que el node
reparteix entre els arcs que el tenen per origen seran X% + Y%, X'+ Y1 X2 4
Y2 X34Y3. Perd lasuma de dues variables de lleis rectangulars no té en general
llei rectangular.

1. LA HIPOTESI FONAMENTAL

Cal forcar d’alguna manera la relacié correcta entre les operacions amb arti-
cles i les operacions amb variables aleatories. A grans trets, el que ens interessa
és que les variables involucrades depenguin totalment entre si.
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Comengarem retornant a les variables V 1 X definides a la seccié 1. La funcié
h:R — R que déna la dependéncia entre V i X,

( 1
X°+—)§T(U~VO) siVi<o< Vo4Vl
X0 + X1+———-(v—(V0+V1)) siVOi4Vi<o<
h(v) = S VO vy

X0+ X'+ X%+ E—(v-(V°+V1+V2)) siVi4Vi4vi<og
Vet V4 V24 y3

\

amb0 < X! < Vi i=0,1,2,3,

Panomenarem funcid d’eztraccid, i ens referirem a ’operacié d’obtenir X a par-
tir de V com la operacid d’extraccid mitjancant h. Direm també que X és
extraccié de V i que h és la funcié d’extraccié de X%, X!, X2, X3 a partir de
VO V1 V2 V3. Es té 'enunciat segiient:

Proposicié 1

L’operacié d’extraccié es coherent Alxo és:. S1 V segueix una llei rectan-
gular de parametre (V°, V1, v, Vs) i X = h(V) amb h funcié d’extraccié de
X% X', X% X3 a partir de VO V1 V2, Ve, aleshores X segueix una llei rectan-
gular de parametre (X%, X1, x? X3)

La demostracié és standard. Vegi’s Alabert [2] per els detalls de calcul.

Es comproven també facilment els segients dos resultats més relatius a
Poperacidé d’extraccid.

Proposicié 2

La composicié d’extraccions és extraccid. Es a dir: Si X,Y, Z so6n tres varia-
bles aleatories amb lleis rectangulars de parametres (X, X1, X2, X3), (Y%, Y?!,
Y?2,Y3), (2° 21, 2%,Z3) i tals que X és extraccié de Y 1 Y és extraccié de Z,
aleshores X és extraccio de Z.
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Proposicié 3

La suma d’extraccions és extraccié: Si X i Y sdén variables aleatories ob-
tingudes d’una tercera variable Z amb llei rectangular mitjancant operacions
d’extraccid, aleshores la variable X + Y és extraccié de Z. A més, la llei de X
+ Y és rectangular de parametre (X° + Y%, X1+ ¥, X2 + Y2 X3 +7?).

La hipotesi fonamental que permetra establir la coheréncia en tot 'interval
temporal és la de que tots els punts d’aportacié reben una mateixa “proporcié”
d’aigua. Més precisament, si X 1Y sén les variables d’aportacié natural recollida
en dos punts d’aportacié i el valor pres per X és un cert z tal que p{X <z} = ¢,
aleshores Y prendra el valor y tal que p{Y < y} = @. Aquesta hipotesis és
natural degut a la proximitat geografica de tots els embassaments amb aportacid
natural en una mateixa conca. Podem formular-la d’'una manera més operativa:

Proposicid 4

La hipotesi anterior és equivalent a afirmar que les variables aleatories X 1
Y, amb lleis rectangulars de papémetresi(XO,Xl,XZ., X3 i (Yo, YL Yve)
sén totalment dependents, estant la seva dependeéncia Y = h(X) expressada per
la férmula Y = h(X) = ' '

o X2 X e g x4
X - (X°+ X!
yo 4yt 2 *2 )y, EXO+ X <X <
< X0 4+ X1 4 X?
(X0 4+ X4 X2
YO+Y1+Y2+X = j{f +X)Y‘°’, si X0+ X4+ X2<X <
\ X0+ X'+ X2+ X3

Anomenarem a una funcié h del tipus de enunciat anterior funcid de de-
pendéncia rectangular. Formalment, sén funcions d’extraccid, pero sense el re-
queriment Y* < X*, i=10,1,2,3.

Proposicié 5

Si X iY sén variables aleatories amb lleis rectangulars de parametres (X, X*,
X% X3) 1 (Y, Y!, Y2 Y3), totalment dependents a través de Y = h(X), amb
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h una funcié de dependéncia rectangular, aleshores la variable Z = X 4+ Y té
llei rectangular de parametre (X% + Y9 X1+ VY1, X2 +Y2 X3 4+73) iés tal que
X 1Y sén extraccions de Z.

Idea de la demostracié
Lafuncié z = z+4h(z) ésinvertibleen [X°, X%+ X114 X 24 X3]. Efectivament,
X! X0yt —yox!

en [X? X° + X1] és invertible amb inversa z = Yl‘-i‘- 714t T Ty

en [X° 4+ X1, X% 4+ X! + X?] ho és amb inversa

X2 (X XY (YO 4 YHX?

T YrTqxe X2 +Y? ’

x

ien [XO4+ X1+ X2 X% 4 X!+ X2 + X3] amb inversa

_ X3 , (XO+ X1+ XHY3 - (YO 4+ Y+ Y2 X3
T X34y X3 +Y3 '
Per obtenir la invertibilitat global a partir d’aquesta invertibilitat a trossos
és suficient observar que: ’ R R o
2E[X0 4+ X X X = e X0+ Y 4 X 4 Y
X0+Y0+"'+Xi+1 +Yi+1]1 220’172

de forma que z no pot ser a la vegada" imatge de dos nombres z de diferents
intervals de la particié {X%, X%+ X!, X%+ X1+ X2, X% 4+ X! 4+ X2 4+ X3}

Usant les anteriors expressions de (Id + h)~!(z) es troba facilment que la
variable Z = X + Y segueix una llei rectangular de parametre (2°, 21, 2%, Z3) =
(XO4+ 70 X4+ Y X247V2 X34+79).

Per veure que X 1Y sén extraccions de Z només cal arreglar les expressions
dez=(Id+h)"}z) idey=~h(z) =2~z =z~ (Id+ h)"!(z) per posar-les
en forma de funcié d’extraccié.

El raonament anterior és generalitzable facilment a qualsevol nombre de va-
riables aleatories. Es a dir:
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Proposicié 5’

Si Yo, Y1,..., Y, son variables aleatories amb lleis rectangulars de parame-
tres (Y0, Y4, Y2, YE), (Ylo,Yll,le,Yls),...,(Y,?,YJ,Y,?,Y,?) i tals que Y; =
hi(Yo),i=1,...,n, amb h; funcions de dependéncia rectangular, aleshores la

variable Z = Yo+ - -+ Y, segueix una llei rectangular de parametre (2°, 2, Z%,
73 = (Y04 - +Y2 Y]+ YL YR+ EYE +Y2) 1Y; és extraccid
deZ Yi=1,. ..,n

2. COHERENCIA DE I’INTERVAL

Usarem la proposicié 5’ per afegir a la xarxa d’embassaments un node i un
arc artificials amb el sol fi de facilitar la demostracié que la politica representa
la llei de ’aigua present en tots els arcs pertanyents a un mateix interval tem-
poral. Primer introduim un node artificial que serveixi d’origen a tots els arcs
d’aportacié natural, que en principi no en tenien.-Després, afegim Parc artificial
com un arc que té desti el node artificial i 16 1€ origen. Vegi’s el dibuix:

Arc artificial

v

zw P.A. AP.A.
VAN
\




El conjunt d’aportacions naturals ha quedat reunit en un sol arc d’aportacié
natural global, del qual s’obtenen les aportacions naturals de cada punt d’aportacié
mitjangant operacions d’extraccié. D’aquesta manera, els arcs formen un graf
dirigit amb un element que és avantpassat de tots els demés, i que anomenarem
ancestre. Dit d’altra manera: Els arcs de la xarxa constitueixen un conjunt
parcialment ordenat amb element minim.

L’arc ancestre és coherent gracies a 'iltima proposicié i a la hipotesi fona-
mental que les aportacions naturals en una conca depenen rectangularment entre
si. Podem doncs resumir el que hem vist fins ara en les quatre regles:

1) Extraccid d’un arc coherent és coherent.

2) Eztraccid d’una extraccid de Uancestire és exiraccié de l’ancestre.
8) Suma d’extraccions de l'ancesire és exiraccid de 'ancestre.

4) L’ancestre és coherent.

Ara estem en posicié de demostrar el que volem amb un raonament final molt
simple.

Teorema 1

Fixat un interval temporal, tots els arcs ‘adscrits & aquest interval sén cohe-
rents: Si X és la variable aleatoria que representa 1’aigua que circulara per un
arc de Dinterval i X%, X! X2 X3 sén les quantitats dels articles 0,1,2,3 que la
politica dicta per l’arc en questid, aleshores X segueix una llei rectangular de
parametre (X%, X1, X2, X3).

Demostracid

Subdividim el conjunt d’arcs de 'interval en dues classes, que anomenarem
tipus I 1 tipus II. En un principi, etiquetem ’ancestre com a arc de tipus I i tots
els demés com a arcs de tipus II. A mesura que anem demostrant que un arc de
tipus Il és extraccid de ’ancestre el reetiquetarem com de tipus I.

Considerem el conjunt d’arcs de tipus II. Si aquest conjunt és no buit, ales-
hores existeix almenys un arc d’aquest conjunt tal que tots els seus pares (en
pot tenir un o més d’un) sén de tipus I. Aixo és obvi del fet que tots els arcs
estan acotats inferiorment (per la relacié d’ordre parcial esmentada) per un arc
de tipus I (el minim per la relacié d’ordre), que és ’ancestre.

Tots els pares de I’arc en questié son per tant extraccions de l’ancestre o
I’ancestre mateix. En el cas d’un sol pare, si aquest és ’ancestre, aleshores 1’arc
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és extraccié de 1’ancestre; i si 1'tinic pare és extraccié de l'ancestre també ell
mateix esdevé extraccié de I’ancestre, per aplicacié de la regla 2). En ambdds
casos l’arc passa a tipus L.

En el cas de diversos pares, tots ells sén extraccié de I’ancestre 1, per 3 12),
p 3 }
Parc és extraccié de ’ancestre, passant a tipus I.

Podem repetir el procediment amb el conjunt remanent d’arcs de tipus II fins
que aquest conjunt esdevingui buit. Aixo vol dir que tots els arcs sén extraccio
de P’ancestre o V’ancestre mateix. Per 4), ancestre és coherent, 1 aleshores 1)
ens déna la coheréncia de tots els arcs.

I1I. DIVERSOS INTERVALS I UNA SOLA CONCA

Considerarem ara la interaccié d’aigua procedent de diversos intervals, supo-
sant, com abans, que la xarxa consta d’una sola conca.

La nostra intencié és procedir de manera similar al cas d’un sol interval, és a
dir, crear un arc ancestre del qual depenguin rectangularment totes les variables
de la xarxa. La dificultat és que no té sentit la hipotesi de mateixa proporecio
d’aigua rebuda en tots els punts d’aportacié de la xarxa replicada, doncs vol-
dria dir que D’aportacié rebuda al primer interval-determina completament la
que es rebra durant tot el periode d’estudi. En general, les variables aleatories
d’aportacié natural a un mateix punt d’aportacié en diferents intervals temporals
no sén totalment dependents ni tampoc independents. Ens cal forgar d’alguna
manera la dependéncia total.

Suposem per un moment que disposem de la llei conjunta de dues variables
X i Y. Aquesta informacié permet obtenir la llev de Y condicionada per X =
z, que notem L{[Y/X = z], amb la qual cosa tenim una aplicacid

R— PrR)
g —— LL[Y/X = z]

que a cada valor z € R pres per la variable X li assigna un element del conjunt
Pr(R) de probabilitats sobre R. Perd en el nostre problema no podem fer
dependre la llei de la segona variable, que ha de ser una dada per l’algorisme
multiarticle, del resultat de la primera, desconegut a priori.
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Per tal d’assignar a cada valor pres per X un tnic nombre real, el procediment
més raonable és substituir la llei de Y condicionada per X = z pel moment de
primer ordre d’aquesta llei, és a dir, per I’esperanga condicionada de Y sabent
X(w) = z. Posant E[Y/X =] =0 si z ¢ X(f), obtenim una nova variable,
I’esperanga condicionada de Y per X,

E[Y/X]: © X . g B¥/X=]

w—— X(w) = z—— E[Y/X = z]

totalment dependent de X.

1. APROXIMACIO DE L’ESPERANCA CONDICIONADA

Examinada la situacié ideal en que la llei conjunta de X 1 Y és coneguda,
observem ara la nostra posicié real. Tot el que coneixem de la relacié entre les
variables X 1Y (d’aportacié natural en un mateix punt d’aportaci6 en intervals
temporals consecutius) queda reflectit en un nivol de punts

Y . : B N v _-t:‘-‘ 'ju - . . .
? ) o IR s R I S

D
—

X

on cada punt (z,y) representa l’observacié del vector aleatori (X, Y) en un any
determinat. Podem pensar en el nivol de punts com valors escollits d’una funcid
ideal W(z) que aproxima E[Y/X = z] com a funcié de z.

El que ens interessa finalment és aproximar W (z) per una funcié h(z) lineal
a trossos 1 continua de la forma
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aoz + bo, siX0<e< X0+ X!

(l12!+b1, SiX0+XISICS.XO+.X1+X2

asz + b, S X+ X EX2<< X0+ X+ X2+ X3
0, en altre cas

h(z) =

amb les condicions (per tal de tenir continuitat)

ao(X0 + XV +bp = ar(X° + X1) + by
ar (X0 + XY+ X2) + by = ap(X° + X* + X2)+ by

on (XO,Xl,Xz, X?3) és el parametre de la llei rectangular de X.

Ens proposem trobar la funcié h que millor aproxima W segons un cert
criteri d’optimalitat, utilitzant directament les dades originals, o sigui, el nivol
de punts. D’aquesta manera, malgrat la discussié teorica que ens ha portat a
fer les successives aproximacions

LEY/X = ] — E[Y/X = ] — W() — h(),

a la practica farem us de tota la informacié disporible a 1’hora de calcular h.
Conseqiientment, no podrem assegurar que h aproxima de manera optima (en
algun sentit) la llei L{[Y/X = ], que no és abastable, perd si les dades es-
tadistiques, i aixd és dbviament el millor que podem esperar.

Sigui n el nombre de punts del nivol ‘:i‘éiguj__,{(qz;,-,yi),’i = 1,...,n} el
conjunt d’aquests punts en coordenades cartesianes. Podem pensar en T =
(z1,...,2n) 1§ = (y1,.--,Yn) com punts de Pespai R™, el qual suposarem

n

dotat de la norma euclidiana [|Z]] = (Zz?)l/z, i per tant de la distancia as-
i=1

sociada d(71,72) = ||Z1 — Zo||. Siguin ng,ni1,n2 el nombre de valors z; per-

tanyents als intervals [X°, X + X[, [X° + XU X0+ XP4+ X2[0 [XO+ X +

X2, X% + X' + X? + X®] respectivament. Aleshores Z es pot escriure com

(21, ) Trgy Ty s Ty 15y zh ) € R™ x R™ xR™ =R", i andlogament

per §. Considerem llavors el subspai V de R"™, de dimensié 4, format pels vectors

de la forma

/ / H I
(CLo.’E1 +bg,...,00Tn, + bo, a1z + bi,..., a1y, + by, aszy + ba, ..., Ty, -+ bg)
on ag, by, ay, b1, az, by son escalars lligats per les relacions

a(X04+ XD +be = a(X°+X")+b
a (X0 4+ X+ X +b = ag(X° + X1+ X2%) + by
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Es evident que tenim quatre graus de llibertat per moure aquestes constants
i que, per tant, els vectors de la forma anterior generen un espai de dimensid
4. El Teorema de la Projeccié en R™ ens assegura que existeix un tnic vector
7o € V tal que

d(7,vo) = {}gg d(7, V)

Aquest vector és I'inic tal que § — Uy és ortogonal al subspai V i representa
la millor aproximacié (en norma euclidiana) de  per un vector contingut en V.
Trobar 9y no és més que resoldre un problema de minims quadrats, que no té
cap dificultat.

L’elecciéd de V com a subspai aproximador i la minimitzacié de la norma
euclidiana com a criteri d'optimalitat és naturalment arbitrari. En el nostre
problema hi ha altres eleccions possibles per a V (vegi’s Alabert [2]) i també es
poden usar altres normes encara que no amb la facilitat de calcul que proporciona
Peuclidiana.

Tornant a 'aproximacié per elements del subspai V introduit abans, el millor

vector Uy queda determinat per una quaterna optima (ag, a1, as, bg). Si posem
- - o <r - E - K (e

ara A% = by +uanX?, Al = ag X', A% = a, X% A% =q,X3; lafuncid k s’expressa

[ o, A -0 &y -0 1
A%+ id (z - X)), s X< <X+ X
AP A (e (N0 X)), s X+ X < <
hlz) = - X0 4 X1 4 X2

AV AY+ AT (- (W T+ X)), s X X+ XP < <
X0+ X4 X2 +X3

d’on resulta (seccid 1) que la variable aleatdria A{X) segueix una llei rebtemgular
de parametre (A% Al A% A3). Podem dir que el que hem fet és una regressis
lineal a trossos.

Ara estem en disposicid de retornar a la situacié de la secci6é anterior. Supo-

sem un la xarxa en estudi té m punts d’aportacid, essent X,,..., X,, les va-
riables d’aportacid natural en el primer interval 1 Yq,...,Y,, les corresponents
en el segon interval. La substitucid de les variables orlgmals Yi,..., ¥, per les

variables aproximadores hy (1), ..., (X ), junt amb el fet que X;,..., X,
son totes dependents de, per exemple, X; a través d’una funcié de dependencia
rectangular, 1 que la composicid de funcions d’aquest tipus és una altra funcioé de
dependéncia rectangular, fa que X,,...,Xn; hi(Xy), ..., km(X,) siguin totes
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dependents de X;. S’en dedueix l'existéncia de ’arc ancestre construit anterior-
ment, perd ara repartint articles als dos primers intervals de la xarxa replicada.

2. ARTICLES NEGATIUS

Abans de concloure de lexisténcia de ’ancestre la cohérencia dels arcs ads-
crits a tots dos intervals, cal observar que a l’apartat anterior hem deixat de
banda I’eventualitat que alguns dels nombres A%, A1, A%, A® siguin negatius. En
efecte, aquest sera el cas si algun dels coeficients ag, a1, az és negatiu. Per veure
el que succeeix és util la segiient imatge grafica de la obtencid de la funcié den-
sitat de h(X) a partir de la de X.

ah(X)

......................................

..................

Aquesta construccié no sembla tenir sentit si 4 resulta no ser una funcio
creixent, doncs déna lloca a una “llei” rectangular de parametre (A°, Al A% A3)
amb alguna component negativa. Ens cal definir qué vol dir aquesta “Hei”.

Siguin A%, A!, A%, A3 quatre nombres no necessariament positius. Definim la
llei rectangular de parametre (AP, Al A% A®) com la probabilitat sobre R que
té per funcié de distribucid
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Ozl—ao

F(z) = AL — (2 =m®) - Ipypo(2) + (a1 — @g) - a0, 0f(2)
+ W (z =m) 1 (2) + (02 — 1) - Lp,o0[(2)
* Bi;:sI% (z - 2) : 1INT2(Z) + (a3 — @) - 1[M2,00[(Z)

on | -| indica el valor absolut, m! = mm{AO +o o AL A 4 ALY M =
max{A 4 -+ A1, AO 4 -+ AP} § INT = [mi, MY

La funcié de densitat corresponent és

(e~ a1) (o3 — a3)
f(z) = [A I"‘ Iinpo(2) + —%12“1"- A (2) + !X—l Inr2(2)-

Es immediat que si A%, Al A% A3 sén tots positius, les expressions de F
1 f es redueixen a les definides a la seccié I. En el cas general, les expres-
sions anteriors de F' 1 f sén cambinacions lineals d’ indicadors d’intervals no
necessariament disjunts. Intuitivament, una quantltat negatxva en un article vol
dir que aquest torna a carregar probablhtat sobre un- conjunt ja escombrat per un
altre article. Noti’s també que al treballar amb quantitats negatives d’articles
en el parametre (A°, A!, A%, A3), la quantitat A° ja no té perqué representar
el volum minim d’aigua que s’espera, ni A° + A! 4 A% 4 A® el volum maxim.
L’existéncia d’articles negatius no modificara substancialment les discussions de
I’apartat anterior sobre coheréncia dels arcs, perqué queda confinada als arcs
d’aportacié natural. Efectivament, mantenint les restriccions de no negativitat
de les variables de I’algorisme multiarticle, els articles presents en cada punt
d’aportaci6 hauran de ser forcosament positius, perque en cas contrari hi hauria
al menys un arc d’origen el punt d’aportacid transportant quantitats negatives.
Aquesta no negativitat de les variables obliga a que I’eventual quantitat negativa
d’un cert article circulant per I’arc d’aportacié natural al segon interval s’hagi
de veure immediatament compensada per volums positius arribats d’arcs pro-
vinents del primer interval (emmagatzematge, bombament o trasvasament), Es
necessari fer la hipotesi que aquesta compensacié és possible, ja que, a priori,
podria passar que a una quantitat positiva de un article a I’aportacié natural
del primer interval li correspongués una quantitat negativa, més gran en valor
absolut, del mateix article a I’aportacié natural del segon interval.

332



3. LA COHERENCIA

Tenint present tot aixd, podem veure facilment la coheréncia buscada. Direm
que Y és una extraccid generalitzada de X si Y = h(X) amb h una funcié que
té la forma de les funcions d’extraccié perd sense imposar la condicié 0 < Yi<
Xt i=0,1,2,3. Direm que és una eztraccid generaliizada positiva si es compleix
almenys que 0 < Y*, i=0,1,2,3.

Anomenarem, a partir d’ara, lle: reclangular positiva ala que té totes les com-
ponents del parametre positives, i escriurem simplement lle: rectangular quan no
és necessariament aixi. Les extraccions generalitzades seran sempre de variables
amb llei rectangular positiva.

Les segiients proposicions sén els enunciats analegs als de les proposicions 1,
21 3 amb extraccions generalitzades.

Proposicié 6

L’operacié d’extraccié generalitzada és coherent: Si X segueix una llei rec-
tangular positiva de parametre (X° X', X2 X%) 1 Y = h(X) amb h funcié
dextraccié generalitzada de YO, Y1, Y2, Y? a partir de X%, X!, X%, X3, alesho-
res Y segueix una llei rectangular de parametre (Y?, Y1, Y2, Y3), =

Proposicidé 7

La composicié d’una extraccié generalitzada positiva i una extraccio és una
extraccié generalitzada positiva: Si X, Y, Z son tres variables aleatories amb lleis
rectangulars positives de parametres (X°, X1, X2, X3%),(Y°,Y!,Y2,Y?),(2°% 2%,
Z2,73) i tals que X és extraccié de Y 1 Y és extraccié generalitzada positiva
de Z, aleshores X és extracci6 generalitzada positiva de Z.

Proposicié 8

La suma d’extraccions generalitzades és extraccié generalitzada: Si Xy, ...,
X, sén variables aleatories obtingudes d’una altra variable Z amb llei rectangu-
lar positiva mitjangant operacions d’extraccié generalitzades, aleshores la varia-
ble X;+---+X, és extraccié generalitzada de Z. A més, lalleide X +---+X,
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és rectangular de parametre (X{ + - - X0 X X XE 4+ X2 X
S+ X3).

Les tres proposicions es demostren exactament igual que les seves analogues
de Papartat I1.1. Noti’s a més, en la tdltima proposicid, que si la suma compo-
nent a component dels parametres del sumands déna lloc a un parametre amb
components positives, aleshores la llei de X; +---+ X, és rectangular positiva.
Ens interessard aplicar precisament aquest cas.

Direm que Y depén de X mitjancant una funcid de dependéncia rectangu-
lar generalitzada quan Y = h(X) i h té la mateixa forma d’una funci6é de
dependéncia rectangular sense imposar les condicions 0 < Y* i=0,1,2,3. For-
malment, una funcié de dependéncia rectangular generalitzada és igual que una
funcié d’extracci6 generalitzada. Es pot provar el segiient analeg de la Proposici6
5’ sobre la suma de variables amb dependéncia rectangular:

Proposicié 9

Siguin X;,...,X,, variables aleatories amb lleis “réctan_‘é:iﬂégé» positives 1.

Y:,..., Y. variables aleatories amb lleis rectangulars, lligades per les relacions
Xi = hi(Xy), i=2,.:.,m
Y,‘ = ili(X,'), 1= 1, . ,m
amb
h;: Funcions de dependéncia rectangular.
hy Funcions de dependéncia rectangular generalitzada

Aleshores, la variable Z = ZX,- + ZYi segueix una llei rectangular.

i=1 i=1

Si aquesta llei rectangular és positiva, aleshores cada X; 1 cada Y; és ex-
traccié generalitzada de Z.

La situaci6 expressada a Iiltim enunciat és la que correspon, en el nostre
problema, a les aportacions naturals dels dos primers intervals. Sim és el nombre
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VAN

de punts d’aportacié de la xarxa (sense replicar), Xy, ..., X, seran les variables
d’aportacié natural del primer interval i Yy,..., ¥, les del segon. Els lligams
de dependéncia rectangular X; = h(X;) sén deguts a la hipotesi d’igual pro-
porcié d’aportacié (vegeu II.1) i els de dependeéncia rectangular generalitzada
Y; = hi(X;) a la regressié lineal a trossos. L’aigua (ficticia) circulant per l'arc
ancestre, construit de la mateixa manera que a l'apartat 1.2, ve donada per la
variable Z, que segueix una llei rectangular de parametre

(ix? +Y°, Emjx,.l +Y, iX? +Y2, ix? + Yﬁ) :
i=1 i=1 i=1 i=1

Aquesta llei rectangular és a més positiva, per la hipotesi que els volums

d’articles presents en els punts d’aportacié han de ser positius i el fet que les ex-

traccions (ordinaries) dels volums X2, X}, X?, X? disminueixen aquestes quan-

titats.

En resum, l’ancestre és coherent i segueix una llei rectangular positiva.
Les aportacions naturals dels dos intervals sén totes extraccié generalitzada de
Pancestre. Tenim les quatre regles:

1) Ertraccid generalitzada d’un arc coherent €s coherent.

2) Ertraccié d’una ezlraccid generalitzada positiva és exiraccid generalitzada
posiliva. : e

3) Suma d’extraccions generalilzades és extraccid generalitzada.

4) L'ancestre és coherent.

El raonament final no és gaire més complicat que en el cas d’un sol interval:

Teorema 2

Tots els arcs adscrits als dos primers intervals temporals sén coherents: Si
X és la variable aleatdria que representa l'aigua que circulara per un arc i
X0 X! X2 X3 son les quantitats (no necessiriament positives) dels articles
0,1,2,3 que la politica dicta per I'arc en qliesti, aleshores X segueix una llei
rectangular de parametre (X%, X*, X2 X3,

Demostracid

Procedint igual que en I1.2, subdividim el conjunt d’arcs en arcs de tipus I i
arcs de tipus II, essent I’ancestre 1'inic arc de tipus I, en. principi.

Consideremn el conjunt d’arcs de tipus II. Si és no huit, aleshores existeix al
menys un arc d’aquest conjunt tal que tots els seus peires sén de tipus L.
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Si té un unic pare,
si el pare és ’ancestre,

aleshores és tracta d’un arc d’aportacié natural que, com ja hem vist,
és extraccié generalitzada de I’ancestre, i el passem a tipus I;

si el pare no és ’ancestre,
aleshores ’arc ha de ser extraccié (ordinaria) del seu pare i aquest
ltim ha de ser extraccié generalitzada positiva de I'ancestre. Si no
fos positiva, ’aigua present en el seu node desti (origen de I’arc que
estudiem) seguiria una llei rectangular no positiva, el qué no pot
ser. Aplicant la regla 2), l’arc és extraccié generalitzada positiva
de ’ancestre, 1 passa a tipus L.

Si té diversos pares,

cada pare és extraccié generalitzada de ’ancestre, 1 per tant, per 3), la

suma és extraccié generalitzada de ’ancestre. Aquesta, a més, es positiva,

per tal que P’aigua present en el node desti segueixi una llei rectangular

positiva. En total, ’arc és extraccié d’una extraccié generalitzada positiva

de Dancestre i, per 2), extraccié generalitzada de I’ancestre.

Repetint el procediment fins que el conjunt d’arcs de tipus II és buit, tindrem
que tots els arcs sén extraccié generahtzada de ’ancestre o l ancestre matelx
Per 4), 'ancestre és coherent, i per 1), ho sén tots els arcs. '

4. MES DE DOS INTERVALS

El pas a una xarxa de més de dos intervals requereix algunes consideracions
addicionals, degudes al fet, facilment observable, que si X és aproximada per
h(X), les variables X + Y i X + h(X) no tenen perqué compartir les mateixes
quantiles d’ordres ag, oy, oz, a3.

Per tal de fer que una variable d’aportacié natural en el tercer interval, que
anomenarem Z, passi a ser totalment dependent de la variable corresponent del
primer interval, X, podriem optar pel métode simple de considerar el nivol de
punts {(z;,2),% = 1,...,n}, 1 procedir de la mateixa manera que amb els in-
tervals primer i segon. Aixd té I'inconvenient de menysprear completament la
influéncia de la segona variable, Y, sobre Z, quedant el condicionament subordi-
nat a la influéncia de X, la més llunyana en el temps. Es més logic considerar el

336



nivol {(z; + v, 2),i=1,...,n}, obtenint una aproximacié de E[{Z/X +Y] per
una funcié de X 4 Y lineal a trossos. En aquest apartat notarem per hy aquesta
aproximacio i per h; ’aproximacid lineal a trossos de E[Y /X], ja estudiada.

Definirem hs com

¢ Al
A4+ — (X +Y — (X° 4 hi (X)),
si .Xo-+h1(X)0 <X+4+YKL
X0 4 hy(X)° + X1 4 by (X)!
2

A ,
A+ A + e hlw(x +Y — (X% 4+ hi(X)° + X + R (X)),

ha(X +Y) = si X+ h (X)) + X+ X)) <X+Y <L
X 4+ (X)) 4+ X 4 A (X)) 4+ X2+ i (X)?
o} 1 2 A3
A+ A' 4 A +m(x+y-
(X4 h(X)° + X+ m(X) + X2 + ha(X)?)),
SSXO+ (X + X+ (X)) + X+ (X)) <X+Y <
{ X0 4 hy(X)° 4+ X 4+ A (X)! 4 X2 4 ki (X)? + X2 4 by (X),

on A%, Al A% A3 s’obtenen, com al’apartat I11.1, a partir de la quaterna dptima
(ao,a1,as,bg) de ’aproximaci6 en norma euclidiana per un element del subspai
V, i (h(X)?, hi(X)Y, 1 (X)?, h1(X)3) és el parametre de la llei rectangular de
hi(X). La diferéncia amb 1’aproximacié de E[Y/X] per h; és que no hem usat
les quantiles d’ordres ap, a1, a2, @3 de X + Y, deduides del mivol de punts, sino
les de X + hy(X), lleugerament diferents. Hem usat també que [X + hy(X)}' =
X4 hy(X),i=0,1,2,3.

Abans de continuar, cal notar que X 4+ Y no conté tota la informacié del
vector aleatori (X, Y) i que ho(X +7Y) no és tampoc una variable totalment
dependent de X. El que necessitem en realitat és aproximar E [F[Z/X + Y]/X],
que si té en compte tota la informacié de (X, Y) 1 és totalment dependent de

X.

Definida P'aproximacié de E[Z/X + Y] per hy(X+ Y), proposem com a
aproximacidé de F[E[Z/X + Y]/X] la funcié ho(X + h1(X)), que resulta de
substituir formalment Y per h1(X). Ara és clar perque cal usar les quantiles de
X + hy(X) en lloc de les de X + Y al construir hs.

Usant hy(X + h1(X)) com a aportacié natural del tercer interval, la de-
pendéncia total de la del primer permet construir l’arc ancestre de tots tres
intervals 1 alxo al seu torn demostrar la coheréncia de la xarxa. Per al quart in-
terval, podem procedir analogament, comengant per I’apreximacié de ’esperanga
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condicionada de la quarta variable d’aportacié a la suma de les tres anterior, 1
aixi, iterant el procés, obtindrem la coheréncia de tota la xarxa replicada.

Seria interessant acompanyar aquests raonaments heuristics d’un estudi de
Ierror comés en les aproximacions. En el segient apartat donem una idea en
qué es podria basar aquest estudi.

5. SOBRE L’ERROR D’APROXIMACIO

Sigui L2(Q) lespai de les variables aleatories sobre 2 amb moment de segon
ordre, on X i Y s’identifiquen si {w €  : X(w) = Y(w)} té probabilitat 1. Pel
fet de ser acotades, les variables amb qué estem treballant tenen moments de
tots els ordres i per tant, en particular, pertanyen a aquest espai.

En L?(Q2) podem definir el producte escalar (X|Y) = / X(w) - Y(w)p(dw),
2

o

1/
amb norma associada ||X|| = (X|X)/? = (/ X2(w)p(dw)> . La topologia
Q

aixi definida és completa, d’on resulta que L?(Q2) és un espar de Hilberi. Els

espais de Hilbert generalitzen a dimensié infinita en molts sentits els espais R"
n e

dotats de la norma euclidiana ||Z]| = (Zx?)l/z. En particular, té sentit parlar
i=1 .
de I'aproximacié per minims quadratsen L?(§) :-

Diem que Yo € V és la millor aproximacié de X € L? en un subspai vectorial
tancat V C L? si |[|X — Yol = {;}inHX —~Y]||. El Teorema de la Projeccié ens
eV

assegura que Yo existeix 1 és unic.

Si ‘H és un espai de Hilbert, 1 ¥V C H un subspai de H, un operador lineal
m:H — H s’anomena projeccid sobre V siw(H) =V imow = 7. 7 existeix i
és Unic per a cada V, 1 compleix a més que Yy € V és la millor aproximacio de
X €H enVsiinoméssin(X) =Y, Escomprovafacilment que les projeccions
compleixen ||7(X)|| < ||X]], VX.

Les esperances condicionades es poden caracteritzar com a projeccions a
Pespai L2. En concret:

Lema
Sigui X una variable aleatoria qualsevol 1 Y € L?. Aleshores:

a) E[Y/X]€ L2
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b) V = {E[Y/X] : Y € L?} és el subspai vectorial de L? format per les
variables que depenen totalment de X.

¢) L’aplicacié

E[/X]: L*—— L7
E[Y/X]

és la projeccié de L? sobre V.

Essent doncs E[-/X] una projeccid, tenim la propietat de disminucié de la
normea

1/2

(/( E[Y/X]z(w)p(dw)> 1/2 = |E[Y/X]|| < |[Y]| = (/ﬂ Yg(w)p(dw)>
Usant aquesta propietat, es té

WE[E[Z/X + Y]/X] = hao(X + 0 (X)) < :
|E[E[2/X +Y]/X] = Ehao(X + Y)/X][| + || E [ha(X + Y)/X]
~ha(X 4+ hi(X))| <
WE[Z)X + Y] = hao(X + V)| + ||E [ho(X + Y)/X] = ho(X + h1(X))]].
El primer sumand és l'error comés al transformar Z en una funcié de X '+
Y lineal a trossos. No podem donar una fita d’aquest error, perd sabem que és

minim en la norma de L? donats Uespai aproximador V i la taula de valors que
suposem representa a E[Z/X + Y]

El segon sumand és més complicat d’avaluar. Tenint en compte la forma de
ho 1 la linealitat de Poperador esperanga condicionada, es pot posar com

1o (X 4+ E[Y/X]) — ho (X + R (X)) |].

Notem, per simplificar, I = [X% -+ (X)° +- -4 X* 4+ hy (X)', X+~ (X)° +
+ X 4 B (X)) i considerem els subconjunts de Q definits com

Qij={w: (X+E[Y/X)w) e ', (X+h(X)(w)eF};i=0,1,2,7=0,1,2.

Clarament, p (U ) = 1. Sobre U?;o ;; ésté

1,7 =0
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( Al )
}T:}-—};%(—ﬁ‘ (E[Y/X] _ hl(X)) , SiWw € Q(),o

W (E[Y/X] - hi(X)), siw €y

[Y/X] — hl(X)), siw € 92,2

— __(E
\ ,X3+h1(X)3(

d’on

||ha(X + E[Y/X]) = he (X + (X)) || =

9

< i+1 1/2
ZXi-{—l _f};:(x)i+1 (/n (E[Y/X] — by (X)) (w)p(dw)) +

1=0

1/2
( / (X BIY/X]) = e (X 4 b (X)) <w>p<dw>) <
Q-Ui_—.on' ; ,

v 3

‘ 1/2

A+l , ‘ :
(m?xXiH n hl(X)H-l) ' (/Uz o A(E[Y/X] - hl(X)) (W)P(dw)) +

. 1,4
1=0 !

1/2
(/. [hz(xw[wxn—h2<x+h1(x>>]2(w')p<dw>) -
n”LJ;‘=0n‘A"'

1/2
El factor / . (E[Y/X] - hy (X))? (w)p(dw)> és una bona aproxi-
Qi

iz=0

macié de HE[Y/X] — h1(X)]|, ja que és d’esperar que amb probabilitat alta es
verifiqui

hi(X)(w) € I = E[Y/X](w) € I,

doncs precisament h1(X) s’ha construit intentant aproximar E[Y /X]. Al mateix
temps, el conjunt complementari 2 — U?:o Q; ; tindra una probabilitat petita i
la contribucié de la segona integral no sera massa significativa.

D’aquesta manera s’aconsegueix posar l’error d’aproximar E [E[Z/X + Y]/X]
per ha(X + hy(X)) en funcié dels errors de la aproximacié de E[Z/X + Y] per
ho(X +7Y) ide E[Y/X] per hi(X), i aixd pot ser un principi 1til per a lestudi
de Verror global del métode. No obstant, cal primer un calcul més detallat per
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estimar ||E [ho(X 4 Y)/Z] = ha (X 4+ h1(X)) ||, que depén en tltim terme del
procediment exacte que s’utilitzi per determinar les quantiles de les distribu-
cions a partir dels mivols de punts i, per descomptat, de parametres estadistics
com ara el tamany de les mostres emprades.

IV. DIVERSES CONQUES

Fins aqui hem restringit el problema al cas d’una sola conca, és a dir, al cas
en qué la xarxa d’embassaments té una sola component connexa. Dedicarem
aquesta seccié a estendre els métodes exposats al cas de xarxes amb més d’una
conca. Una forma diferent de fer el pas a diverses conques ha estat apuntada
per Nabona en [5].

Acabarem també el calcul de la funcié objectiu de ’exemple iniciat a I’apartat
1.6.

1. I’EXTENSIO A DIVERSES CONQUES

Per estudiar el problema de diverses conques amb tota generalitat, establirem
una particié del conjunt de conques de la xarxa segons la relacio d’equivaléncia
segiient: Dues conques estaran relacionades si i només si les respectives aporta-
cions naturals no sén independents. Anomenarem agrupacié de conques a cada
particié per aquesta relacié d’equivaléncia. Aixi, conques de diferents agrupa-
cions tindran sempre aportacions naturals independents.

La diferéncia essencial entre el pas a diversos intervals i el pas a diverses
conques esta en el fet que aigues de dues conques no es barregen mai, la qual
cosa fa que el cas d’independéncia sigui aqui el més senzill. Agrupacions diferents
de conques es tractaran cadascuna per separat, pel que fa referéncia a les dades
d’aportacié natural, i nomsés interaccionaran al calcular la funci6 objectiu.

Situats en una agrupacié donada, hi ha diverses maneres de construir la
dependéncia total entre totes les aportacions naturals de diferents conques. La
que exposem tot seguit és una de les possibles.

Sigui m; el nombre de punts d’aportacid de la primera conca (sense replicar) i
mg el de la segona. En el que segueix utilitzarem els superindexos per a distingir
punts d’aportacié i els subindexos per a distingir intervals.
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Siguin X1, ..., X les variables d’aportacié natural en el primer interval de
la primera conca, i Yi,..., YT les de la segona.

Sigui T =Y _Xi.
i=]

Siguin g{ (T) les aproximacions lineals a trossos, construides pel métode usat
a lapartat [[II.1], de E [Y{/T] , perj=1,...,ma. Es a dir,

1
(404 ?;-(T T0), SiTO<ST<TO + T
2
' A°+A1+%(T—(T0+T1)), SiTO+TY<T L
gi(T) = < TO + T? 4+ T2

3
A°+,A1+A2+%(T—(T0+T1+T2)), ST+ T4+ T?2<T<
T+ T + T2+ 71°

on (T°,T",T? T3) és el parametre de la llei rectangular de T. Com que les
Xt i=1,...,my sén totalment dependents de X1 mitjangant certes funcions
de dependencxa rectangular fz,gZ (T) és de fet dependent (rectangularment) de
X1 segueix per tant una llei rectangular de parametre (A%, A!, A% A3) Ob-
servi’s que gl(T) es pot construir mitjancant el nivol de punts {(tl y{ )}z (aqui
hem notat per {t‘}; la mostra disponible de T i per {y{ }e la de YJ) perd
cal emprar les quantiles de X1 + f2(X3) + - -+ + fm, (XT**), en lloc de les que es
puguin deduir del nivol, pel mateix motiu exposa‘c a I’apartat 111.4. Aquestes
haurien de ser, tedricament, iguals a les de T, per la hipotesi de “igual proporcié”
entre les X%. Si aixo fos estrictament cert, podriem optar també pel procediment

més simple d’utilitzar £ [Yj /X1] (és a dir, d’ajustar una funcié lineal a trossos
a partir del nivol {(z]’ £ 47)}s). No obstant, usar T és més acurat, ja que es

poden corregir aixi petites desviacions del model.

Tenim d’aquesta manera determinades les entrades en el primer interval de
la segona conca: En el punt d’aportacié j, l'entrada tedrica és E [Yj/T] 1

I’entrada real per a ’algorisme multiarticle A°, A', A% A%, amb (A°, A?, A2, A%)
el parametre de la llei rectangular de la vanable gl(T) aprOXImadora de

B Y] /7.

Passem ara al segon interval de la segona conca. Anomenarem Yz, R $45
les aportacions naturals. Podem construir les aproximacions hj 2(YJ ) de

FE [Yé/Y{] pel procediment habitual i després condicionar aquesta variable per

342



T.Siles A ,(Y?) s’obtenen utilitzant les quantiles de gj T) iel condicionament
1,201 1 .

a T es fa per substitucié formal de Y? per 7i(T) en la férmula de h{,Q(Y{)
(mateix procediment vist al estudiar el tercer interval en una sola conca), la va-

riable resultant h{,z (g’l (T)) dependra rectangularment de T. L’entrada teorica
és L [E [Y';/le] /T} i entrada per al algorisme multiarticle les quantitats
d’articles determinats per la llei rectangular de h{’2 (g’1 (T)) :

Per al tercer interval, si anomenem Y3, ..., Y5'? les aportacions naturals, co-
mencem aproximant E [ [Yj /Y + Yj] /Yj] Pera E [Y /Y + YJ] s’obté

K (YJ +Y?) utilitzant les quantiles de A (T) + 1 (g{(T)) . Fent la substi-
tucié formal de YJ per h1,2(YJ1) obtenim hz’2 (Y’l + 1] o(T] )) com a apro-

ximacié del condicionament per Y. Finalment, substituint formalment Y
per g{(T), obtenim D’entrada algorismica hg)z (g’l(T) -!—h"i,2 (g‘;(T))) per a
Pentrada teorica E [E [Yé/Y’1 + YJZ] /Y{,T] .

Per al quart interval i successius se seguira el mateix métode de construccm_
d’aproximacions per a les variables teoriques E [ [YJ /Y] +Y] +YJ] 'l

Y3, 7|, BB [Yi/¥i+ Y+ Y+ AR T|, eta.

Situem-nos ara a la tercera conca de I’agrupacié. Podem aplicar exactament
el mateix que acabem de fer per a la segona conca, condicionant a I’aportacié
natural global de la primera, T, o bé, més acuradament utilitzar les aportacions
naturals globals de primera i segona conques. Anomenarem aquestes variables
T; i T2 (T; és la T anterior). Sigui m3z el nombre de punts d’aportacié de la
tercera conca (sense replicar). Siguin Z},...,Z7" les variables d’aportaci6 a
aquests punts en I'interval 1.

En el primer interval, s’usaran les variables teoriques £ [E {Z{/Tl + Tg} /Tl] ,

que podem aproximar segons el model ja vist: Si {t{}; 1 {t§ }g sén les mostres

disponibles de Ty 1 T», s’utilitza el nuvol de punts {(tl + t2,z1 )}g amb les
quantiles de X! + fo(X3) + -+ frn, (XT) + g1 (T1) + - - -+ g7?(T1), resultant

una aproximacié de E [ZJI /T1 + Tg] . Substituint formalment després T per

gH(T1)+---+9g7*(T1) obtenim 'aproximacid lineal a trossos, que anomenarem
gi(T1), de E |E 7/ + T| /Tl] .
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Per al segon interval, aproximem E [ZQ/Z{} per una funcié h{)S(Z{) utilit-
zant les quantiles de ¢J(T). Substituint formalment 7] per 7 (T1), tindrem
h{’3 (g‘;(Tl)) com a aproximacié de ’entrada teorica £ [E' [Z’z/ZJI] /Tl} . Per
al tercer, volem aproximar E [E [Zg/ Z’l. + ZJQ} / Z{,Tl] . El primer condicio-

nament cal fer-lo amb les quantiles de g}(T1) + h{’S(Z{), el segon mitjangant
la substitucié formal de Z% per hi 5(Z}), seguida de la substituci6 formal de

7} per g(T1), resultant una funcié hé,s (g%(TI) + h{,s (g‘%(TQ)) , dependent
rectangularment de T;.

Analogament per als segiients intervals. Iterant el procés fins a la ultima
conca de I’agrupacié, hem substituit les variables vertaderes per variables apro-
ximadores, totes elles amb lleis rectangulars i totalment dependents rectangu-
larment d’una sola. Com ja hem vist, aixd ddéna lloc a a la coheréncia de tots
els arcs i per tant a la consisténcia de ’algorisme multiarticle.

Cal notar que, per a qué aquest métode funcioni, no hem de condicionar mai a
una variable amb llei rectangular no positiva. Es necessari doncs, que els condi-

cionaments E [Y{/Tl] , B {E [Z{/Tl + Tz] /T1] ,... (variables d’entrada en
el primer interval dé les conques segona, tercera, etz.) segueixin lleis rectangu-

lars positives. En cas contrari no seria possible mantenir les restriccions de no
negativitat de les variables del problema multiarticle.

Afegim per acabar l’apattat unes taules recapitulatives. La primera conté les
entrades tedriques per a les tres primeres conques i els quatre primers intervals.
Les notacions sén les mateixes que hem anat introduint, llevat que s’han suprimit
els superindexos j indicadors del nimero de punt d’aportacié. La segona conté,
per a cada conca i interval, la segiient informacid:

— E] mivol de punts al qual s’aplica la regressié lineal a trossos per obtenir
la funcié aproximadora.

~ La funcié lineal a trossos aixi obtinguda, h; x(V1 + -+ + V), que és
Paproximacié de E [V;p1/Vi+ -4+ Vi), amb Vy,..., V4, les aporta-
cions naturals en els intervals 1,...,7+ 1 de la conca k.

— Substitucions formals que representen el condicionament de E [Vi41/Vi1+
---+V,'] aVy,...,V; taTy.

— La variable aleatoria que finalment s’utilitzara com a entrada a I’algorisme.
En realitat s’usaran els volums d’articles que determina la llei rectangular
d’aquesta variable.
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Remarquem de nou que les h; ; s’han de calcular usant les quantiles del que
sera el seu argument final després de les substitucions formals. Per exemple,
hs o es calcula usant el nivol de (Y1 + Y2, Y3) perd les quantiles de ¢1(T1) +

h12(91(T1)).
INTERVAL 1 INTERVAL 2
CONCA 1 X1 EXz /X
CONCA 2 E[Y1/T] E[ETY2/Y1]/T)]
CONCA 3 E[E[Z:/T1 + T2]/T] E[E[Z,/Z,]/T)]
INTERVAL 3 INTERVAL 4
CONCA 1 E[E[X3/X) + X2]/X,] E[E[X, /X1 + X2 + X3]/X;, Xo]
CONCA 2 E[E[Ys/Y1 +Y2]/Y1,T1] E[E[Y4/Y1 +Y2 +Y3]/Y1,Y2,T1]
CONCA 3 E[E[Z3]Z1 + Z2]/Z1, T1] E[E[Z4/Zy + Z> + Z3)/Z1,Z2, T)]
INTERVAL 1{INTERVAL 2 INTERVAL 3 INTERVAL 4
CONCA 1 .
Nivol - (X1, X2) (X3 + X2 + X3) (X3 + X3 + X3 + Xy4)
Funcié - 'hl’.}r(X'i)’ 1 hs 1(X1 +X2) h3 1 (X1 + X2 + X3)
aproximador - S ELL 2
Substitucions] - - - C X5 per hy1(Xy) X3 per by 1(X; + X2)
formals o Xz per hy 1(Xy)
Entrada al Xy, hy,1(X1) ha, 1 (X1 + h1,1(X1)) h3,1(X1 + h1,1(X1)
algorisme N BT +ho1 (X1 + h1,1(X1)))
CONCA 2 B
Nivol (T, Y1) (Y1,Y2) (Y1 + Y3, Y3) (Y14 Y2 +Y3,Y,)
Funcié 91(T1) h1,2(Y1) ha2(Y1 + Y2) h32(Y1 + Y2 +Y3)
aproximadors
Substitucions| - Yy per g1(T Yo per hy2(Yy) Y3 per by 2(Y1 4+ Y2)
formals Y, per g1(T1) Yo per hy,2(Y71)
Y3 per g3(T;)
Entrada al 91(T1)  |h1,2(91(T1)) p2,2(91 (T1) + h1,2(91(T1)))} h3,2(91(T1) + h1,2(91(T1))
algorisme Hh,2(91(T1) + h1,2(91(T1)))
CONCA 3
Nivol Ty +To,21) (Z1,22) (Z1 + 22,23) (Zy 4+ 23 +Z3,24)
Funcié 92(T1) h1,3(Z1) h2,3(Z1 + Z2) h3,3(Zy + 22 + Z3)
aproximadord
Substitucions - 1Z1 per g2(Ty Z, per hy 3(2;) Z3 per hy 3(Zy + 2Z2)
formals Zq per g2(T1) Z, per hy 3(Z1)
Z; per g2(Ty)
Entrada al 92(T1)  |h1,3(92(T1)) p2,3(92(T1) + h1,3(92(T1)))] h3,3(92(T1) + h1,3(92(T1))
algorisme tHho 2(91(T1) + h1,2(91(T1)))
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2. EXEMPLE (CONTINUACIO)

Ara podem acabar el calcul de la funcié objectiu de I’exemple iniciat a
’apartat 1.6. Com s’estudia en Nabona [5],]a funcié de generacié gf associada
a l’arc k a Dinterval 7 depén no sols de la component z; ; del vector (aleatori)
T de fluxos reals, sino també dels volums inicial i final de I’aigua continguda en
I’embassament des del qual es fa la descarrega. Aixo vol dir una dependéncia del
flux de diversos arcs “propers” a l’embassament en qiiestié. A més, les g¥ poden
ser preses com a polindmiques sense que la simplificacié sigui massa restrictiva
respecte la realitat. Es a dir, si 7 és el grau dels polinomis,

k(o r
9; (%) = Z Eripsrn " Tay e Ty

per a un cert natural 77, unes certes components z;,,...,z;, del vector de fluxos

i un certs coeficients reals &, -, .

Com que, dbviament, g¥ no dependrd més que de fluxos d’arcs de la ma-
teixa conca, es tractara d una funcié polinomica involucrant fluxos totalment
dependents entre s1 1 per—tant admetra un expressié del tipus

4} (r) Z Erl, o - [hey (@)™ o Ry (20)],

r1+ +r,,<r
i, -uTy EN
on zg és el flux en un arc qualsevol i by, ..., hy,, sén funcions de dependéncia

rectangular. Llavors,

[d@Eom@) = X e [ @l
Q ridor, <r )
rl,m.,r,,eN

< [ht, (2o (P, w))]" p(dw),
i com que hy,.. ht sén funcions de zg lineals a trossos sobre els mateixos

intervals I; = [xo, zd T i, I = [z + 2}, 2} + 2} + 22[, Is = [2] + z§ + =&, 20 +
z} + z3 + z3[, determinats per la politica P, el sumatori anterior s’expressa
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2 b [1Q(0(Pw)) 1, + Qa(en(Pw) - L+
riteodry <r a
1., re€N

Qs(zo(P,w)) - 11,]p(dw),
on Q1,Q-, Q3 sén polinomis de grau r.

Usant finalment que zo(P, -) segueix una llei rectangular de parametre (z3, z3,
z2,23), podem calcular la integral utilitzant la densitat d’aquesta llei, o sigui,
com

a3z — (X9

/R [S‘ilgg-‘fﬂgl(w (=) + “Zm‘g“‘nczz(x)-lfz<x>+ 7 Q@) - 11 (2)| dz,

el resultat de la qual serd la generacié esperada en ’arc k i interval temporal ¢
sota la politica P.

Aixo resol la integral

. .:ljzfi[G,—(a?(P,wl))]”‘m(d“'l)

per m = 1. Pel cas m = 2,'.S’Obtenen integrals del tipus
[ P - gt EP ),

per a les quals cal distingir si ki £ pertanyen a la mateixa agrupacié de conques
ono. En el primer cas, les funcions g¥ i g¢ sén, respecte zo, polinomis de grau r
a trossos sobre els mateixos intervals de R, i per tant el producte és un polinomi
de grau 2r a trossos que, via la densitat de zo(P,:) determinada per la politica,
pot ser integrat facilment.

En el segon cas, els fluxos dels quals depén gF sén independents d’aquells
dels quals depén g¢f, i aixd permet posar

[ st @R - at@Ppda) = [ gHEPw)plde) - [ SHEP W),
Q Q Q

reduient-se el calcul al d’integrals ja vistes. El mateix raonament s’aplica per
m=3,...,n, descomposant en producte d’integrals de variables independents 1
calculant cada integral a través de la densitat.

En ’apéndix de Alabert [2] s’estudia amb detall el calcul de la funcié objectiu
usant el model de funcié de generacié proposat per Nabona.
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