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Generalitats 1

L.

Generalitats

1.1 Motivacio

Una variable aleatoria real representa una magnitud que es pot mesurar com un nombre real,
pero que produira diferents resultats cada cop que es mesuri. Matematicament, es modela com
una aplicacié X:Q — R, definida sobre un cert espai de probabilitat (€,§, P). La aplicacié ha
de tenir la propietat de ser mesurable: Si B és un conjunt borelid de R (ho notarem B € B(R)),
aleshores X ~}(B) € §. La probabilitat que X prengui un valor en un borelid B ve donada per
P(X~1(B)). Aixo indueix una probabilitat u en (R, B(R)), que s’anomena la llei de X :

u(B):=P(X"'(B)), BeBR)).

No hi ha cap dificultat en estendre aquestes nocions a aplicacions X amb valors en un espai de
mesura qualsevol (S, &): S’ha de satisfer X ~1(B) € §, VB € &, i aleshores u(B) := P(X~1(B))
defineix una probabilitat en (S, &), que s’anomena igualment la llei de X.

Suposem ara que tenim una certa magnitud real que varia en el temps. En cada instant de
temps podem mesurar la magnitud i obtenir un nombre. En definitiva, el que tenim és una funcio:
Si el temps corre, per exemple, a partir d'un instant 0, tindrem una funcié

fRT —R.

Si cada cop que es mesura la magnitud, el resultat és aleatori, tindrem, en cada instant de temps
una variable aleatoria X, en lloc d’'un nombre real determinat. Ja no tenim aleshores una funcio,
sino un procés estocastic.

Una funcié f(t) és un cas extrem de procés estocastic en el qual atzar no intervé: X; = f(¢).
En Paltre extrem, podem imaginar que totes les variables X; siguin independents entre si; és a dir,
que no hi hagi cap relacié entre les magnituds que es mesuren en un instant i les que es mesuren
en qualsevol altre instant. Els casos interessants pero estan al mig: La magnitud evoluciona en
el temps de manera aleatoria, perd mantenint una certa relacié amb el que ha succeit en instants
anteriors i el que succeira en el futur.

Com abans, no hi ha cap problema en substituir (R, 8B (RR)) per qualsevol altre espai de mesura.

La necessitat per estudiar magnituds aleatories que varien a “temps continu” té l’origen
en la fisica estadistica classica. Tal com propugnava Ludwig Boltzmann (1866-1872), les lleis
macroscopiques del comportament dels gasos descansen en principis mecanics de les molécules mi-
croscopiques que els constitueixen. D’aquesta manera, és natural que la fisica estadistica “heredi”
de la seva base mecanica el concepte d’evolucio a temps continu.
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2 Generalitats

El tractament matematic rigorés no va venir fins Bruno de Finetti i Andrei Kolmogorov
(1929) (independentment), i sobre tot Kolmogorov (1933). Perque es va tardar tant? Possiblement,
perque no és facil imaginar com es pot posar en termes matematics la idea d’un atzar que produeix
esdeveniments aleatoris que se succeeixen I'un a l’altre d’'una manera continua.

Es pot considerar també I’evolucié d’una magnitud aleatoria a temps discret: Per a cada
n € N, tenim una variable aleatoria X,,. Aquests tipus de processos venen motivats més aviat per
les aplicacions a 1’Estadistica, i plantegen molts menys problemes matematics de fonamentacié
que els processos estocastics a temps continu.

Fins el 1929, els processos estocastics estudiats eren practicament tots a temps discret, amb
les excepcions de Louis Bachelier (1900), Filip Lundberg (1903), Albert Einstein (1905), i Norbert
Wiener (1921). Perd els dos primers no tenien com a motivacié la fisica, curiosament, sino que
discutien aplicacions a les finances i a les assegurances. En tot cas, si bé Wiener construi rigoro-
sament el procés que porta el seu nom, no es pot dir que hi hagués una teoria matematica ben
fonamentada i prou general fins el treball de Kolmogorov (1933).

1.2 Processos estocastics reals indexats en Rt

1.2.1 Definicié
Un procés estocastic real indexat en RT = [0,+oo[ és una familia de variables aleatories reals
{X}, t € RT} definides en un mateix espai de probabilitat (Q,§, P). g

En altres paraules, la definicié estableix que un procés estocastic real indexat en RT és una
aplicacié
R+ _X 10

tr Xt

on LY = L°(Q,F, P;R) denota I’espai vectorial de totes les variables aleatories a valors reals.
Podem pensar-lo també d’altres maneres:

1) Com una aplicacié
Rt xQ—X LR
(t, w) ——— Xy (w)
Observacié: De la mesurabilitat de cada X; no es dedueix que aquesta funcié sigui mesurable

respecte la o-algebra producte B(RT)®F. Quan ho és, diem que el procés és mesurable. (Ho
discutirem més endavant.)

2) Per a cada w € ), el procés defineix una funcié
X (w): RT —R
t Xi(w)

que s'anomena trajectoria del procés. (Tampoc no hi ha res a dir sobre la mesurabilitat, o
qualsevol altre propietat d’aquesta funcid, doncs no estem suposant de moment cap estructura
en el conjunt d’indexos R*.) Per tant, també podem veure el procés com una aplicacié
X: Q——RF'
(1.2.1)

w—— X.(w)

+ .z PR N , ,
on R®" és una notacié pel producte cartesia x R (de “R* copies” de R), que no és més
teRT

que el conjunt de totes les funcions Rt — R.

Aquest ultim punt de vista és una extensié natural del concepte de vector aleatori n-dimensional.

Un vector aleatori X: 2 — R"™ format per variables aleatories reals X1, ..., X,, es pot pensar també
com una aplicacié de 2 en 'espai de les funcions {1,...,n} — R. En el cas dels processos es-
tocastics, substituim el conjunt finit {1,...,n} pel conjunt infinit R*.
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Generalitats 3

1.3 Llei d’un procés estocastic

Donat un espai de mesura (2,§, P) i una funcié mesurable X a valors en un altre espai
mesurable (5, 8), es defineix la mesura imatge de P per X com la mesura Px en (S5, &) donada
per

Px(B)=P(X'(B)), Be6&.

Quan P és una probabilitat, X s’anomena variable aleatoria S-valuada i a la mesura imatge
corresponent ’anomenem la Ilei de X.

Si pensem un procés estocastic real com I'aplicacié (1.2.1) i posem en RE" una o-algebra tal
que X sigui mesurable, tindrem de fet una variable aleatoria ]R]W—vauluadau7 i podrem parlar de la
llei del procés X. Es d’esperar que aquesta llei estigui d’alguna manera relacionada amb les lleis
de cada variable aleatoria individual X;; per exemple, amb la o-algebra que posarem en RW, la
pregunta “Quant val P{X; € B} ?” tindra sentit com a pregunta sobre la llei de la variable X} i
com a pregunta sobre la llei del procés estocastic X. La resposta, doncs, haura de coincidir.

El que ens cal fer ara és doncs:

1) Definir una o-algebra convenient en RR",
2) Veure que X:{) — RE" és mesurable respecte aquesta o-algebra.
3) Obtenir automaticament de 1) i 2) el concepte de llei d’un procés estocastic.

Quina o-algebra posem en RE'? La o-algebra natural en un producte cartesia és la o-algebra
producte. En el nostre cas, tenim “R* copies” de l'espai de mesura (R,B(R)). La definici6 i
proposicié seglients estableixen diverses maneres equivalents de pensar la o-algebra producte en
aquest cas.

1.3.1 Definicié
Donat l'espai mesurable (R,B(R)), la o-algebra producte en el producte cartesia RE" és la més
petita o-algebra que fa mesurables les projeccions

SRR — LR
f——f(t)

La notarem B(R)¥ .

1.3.2 Observaci6
En alguns llibres (per exemple [Karatzas-Shreve]), s'utilitza la notacié B(RE"), que indueix a
error, perque suggereix que s’esta parlant de la o-algebra dels borelians de 1’espai RE". Perd si
posem en aquest espai la seva topologia natural, que és la topologia producte de “RT copies de
R” (aquest ultim amb la topologia habitual de R), la coll eccié dels seus conjunts borelians no
coincideix amb B(R)®". Concretament, B(R®") és molt més gran que B(R)E" .

1.3.3 Proposicié
La o-algebra producte en RE" s pot definir equivalentment com:

1) La més petita que fa mesurables les projeccions unidimensionals

Oy RE" R

fr——— (1)
2) La més petita que fa mesurables totes les projeccions en dimensid finita

Oty RR* R™
f}_—___—_é(f(tl)v"'7f(tn))

3) La més petita que conté els cilindres de base unidimensional

{6;'(B): BEBR), tcR};
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4 Generalitats

4) La més petita que conté els cilindres de base rectangular

{6; , (Byx---xB,): B;€B[R), t; cR", necN};

t1,..tn
5) La més petita que conté els cilindres de base finito-dimensional
{6;' .. (B): BEBR)", t; eR", neN};
6) La formada pels o-cilindres
{6;'(B): Be®B(R)’, JCR' numerable} ,
on B(R)” és el producte de “4.J copies” de B(R), i §; és la projeccié natural de RE" en R7.

Demostracio: La o-algebra més petita que fa mesurables les projeccions §; és la més petita que
conté tots els conjunts de la forma {5, *(B), B € B(R), t € RT}, per definicié. Per tant, 1 = 3
és evident. Analogament, 2 = 4. També és obvi que 3 C 4 C 5 C 6.

Els conjunts de la forma By, X -+ x By, , amb t,...,t, € J, n € N, generen B(R)’. Per
tant, el conjunt 5;1(B), amb B € B(R)”, pertanyera a la o-algebra generada pels conjunts de la
forma 5,5_11 . (B1 X -+ X By), i clarament

ceesln

55t o (Bix--x By) = ﬁ

%

Aix0 demostra 6 C 3.
Finalment, es comprova sense dificultat que els o-cilindres formen una o-algebra.

1.3.4 Proposicié
Si{X;: t € R} és un procés estocastic real i considerem en RE" g o-algebra producte, aleshores
Vaplicacié X:Q — RR' de (1.2.1) és mesurable.

Demostracio: Considerem la colleccié de conjunts
&:={BeBRF : X (B)e3}.

Hem de veure que ® = %(R)RJr, Veurem que: a: & és una o-algebra; b: & conté els cilindres de
base unidimensional.

a: XTYRE)=0eF =>RE 6.
Si A € 8, aleshores X "1(A°) = (X71(A4))° € §. Per tant, A° € &.
Si {A, }nen € 8, aleshores X (U A,) =U (Xfl(An)) € §. Per tant, UA, € &.
b: Sigui B € B(R). Volem veure que §; '(B) € &. En efecte,
X7 (B) = (8o X)"H(B) =X, '(B)€F,
gracies a la mesurabilitat de X;.

Ara estem en condicions de definir la llei d’'un procés estocastic.

1.3.5 Definicié
La llei d’un procés estocdstic real {X;, t € R} definit en un espai de probabilitat (Q, §, P) és la llei

de la variable aleatoria X:Q — RE" definida per (1.2.1), on la o-algebra en RE" és la o-algebra
producte BR)®". 4

Considerem una probabilitat ;. sobre 1’espai mesurable producte (]R]R+ , %(R)R+): Podem con-
siderar, per a cada J C RT finit, la mesura imatge de u per la projeccié §;, que notarem . Es
a dir, si #.J = d, ps és la probabilitat sobre (R, B(R?)) definida com

g i=pod;t . (1.3.1)
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1.3.6 Definici6

La familia de probabilitats {u; : J C RT finit} s’anomena distribucions en dimensié finita de y.

o
Les distribucions en dimensi6 finita de u compleixen, si K C J amb K = m,
MK = [4] © 5;% ; (1.3.2)

on &k 6és la projeccié natural de R? en R™. La comprovaci6 és immediata. La propietat (1.3.2)
s’anomena propietat de consisténcia de les distribucions en dimensié finita.

El teorema segiient estableix que les distribucions en dimensié finita d’una probabilitat u la
determinen. Veurem la demostracié més endavant en una situacié una mica més general.

1.3.7 Teorema

Sigui una familia de probabilitats {uuy, J C RY, 4J =d, d € N}, cadascuna sobre R%, complint la
propietat de consisténcia (1.3.2).

Aleshores ezisteiz una tnica probabilitat pu a Uespai mesurable (RE B(R)E") tal que les seves
distribucions en dimensio finita son la familia donada.

1.3.8 Corol'lari

La llei px d’un procés estocastic X queda determinada per les distribucions en dimensio finita de
la llei, és a dir, pels valors

txity..tq(B) == P{(Xy,,...,X;,) €B}, BcBRY, deN.

1.3.9 Observacié

En el Corollari 1.3.8, podem posar també que la llei de X queda determinada pels valors
P{X; €By,....,X:,€Bs}, B;eBR), deN,

donat que una probabilitat sobre (Rd, %(Rd)) queda determinada pels seus valors sobre els rec-
tangles mesurables By X --- X By, que formen una semialgebra.

1.3.10 Observacio6

1.4

Es pot demostrar que B(R?) (considerant en R? la topologia producte, que és la topologia habitual
de R?) coincideix amb la o-algebra producte de d copies de B(R), o sigui, que B(RY) = B(R)%.
El mateix és cert amb una poténcia numerable, és a dir, B(RY) = B(R)N.

En canvi, no ho és per una poteéncia no numerable: La o-algebra producte d’una quantitat no
numerable de copies de (R, B(R)) és més petita que la o-algebra dels borelians de I’espai topologic
producte.

En aquest fenomen la cardinalitat de R no n’és responsable: el mateix passaria amb conjunts de

dos punts.

Representacié canonica

Considerem la pregunta elemental segiient: Donada una probabilitat u en (R, B(R)), existeix
alguna variable aleatoria que la tingui per llei? La resposta és si, trivialment: Prenem 1’espai
mesurable (©2,F) = (R,B(R)), hi posem com a probabilitat P en (2, F) la mateixa u, i definim
X:Q — R com X(w) = w (la identitat). Podem dir que X és la variable aleatoria canonica
corresponent a aquesta llei.
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1.5

El raonament funciona exactament igual substituint (R, B(R), 1) per un espai de probabilitat
qualsevol. Per tant, en particular, sempre existeix un procés estocastic amb una llei donada:
Donada una llei g, prenem (2,3, P) = (R, BR)E'), i X : Q@ — RE" com la identitat. X
s’anomena procés canonic relatiu a la llei u. Cada variable X;, aplicada a w € €2, déna com a
resultat la avaluacié de la funcié w en el punt ¢, és a dir,

Xi(w) = w(t) .

Al prendre (Q,§, P) igual al propi espai de probabilitat on tenim definida la pressumpta llei,
estem fent també una eleccié “canonica’; és el espai canonic relatiu a aquesta llei.

Processos estocastics més generals

Hem parlat de procesos estocastics reals indexats en RT. Es pot estendre la definicié de
procés estocastic per cobrir situacions més generals. En general, un procés estocastic pot estar
indexat per un conjunt qualsevol i prendre valors en qulasevol espai mesurable.

1.5.1 Definicions

Sigui T" un conjunt qualsevol.

Sigui (S, &) un espai mesurable.

Un procés estocastic a valors en (S, &) indexat en T és una familia de variables aleatories {X¢, t €
T}, valuades a (S, &) i definides en un mateix espai de probabilitat (2, F, P).

El conjunt T' s’anomena en general espai de parametres. Quan T és un conjunt totalment ordenat,
se sol anomenar temps. Cada t € T és aleshores un instant de temps.

Quan T és un interval de R, parlem de procés estocastic a temps continu. Quan 7' és un subconjunt
dels nombres enters, parlem de procés estocastic a temps discret.

Les situacions més habituals sén T'= R*, T = [0,¢9] C R* (temps continu) i 7' = N (temps
discret). També es consideren habitualment processos indexats en un subconjunt de R™, i en tal
situacié s’utilitzen també els noms de camp aleatori o procés estocastic multiparametric. Quant
a lespai d’estats, la situacié més comi és (S, &) = (R, B(R)) i (9,8) = (R, B(RY)).

Igual que en el cas particular dels processos reals indexats en RT, la definicié general estableix
que un procés estocastic és una aplicacié

T—X 19,5, P; S, &)
t' Xt

on L°(Q,F, P; S, &) denota I'espai vectorial de totes les variables aleatories (funcions mesurables)
de (©,%) en (S,6), i es pot pensar també com

1) Una aplicacié

Txo—X g

(t,w) —— Xt (w)

2) Una aplicacié
X Q——97
(1.5.1)
w—— X (w)
on ST és una notacié pel producte cartesia x S (de “T copies” de S), que no és més que el
teT
conjunt de totes les funcions T" — S. Cadascuna d’aquestes funcions,

X(w):T——S8

t— Xy (w)

s’anomena trajectoria del procés.
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En el conjunt ST hi posem la o-algebra producte &, definida com la minima que fa mesu-
rables les projeccions

§p: ST —— 8

fr——17()

Amb aquesta o-algebra, I'aplicacié X:Q — ST és mesurable i la llei del procés és la llei d’aquesta
variable aleatoria.

Donada una probabilitat u sobre I’espai mesurable producte (ST, &), podem considerar, per
a cada J C T finit, la mesura imatge de p per la projeccié d 5, que notarem g ;. Esa dir, si §J =d,
s és la probabilitat sobre (S¢,&%)) definida com

fy = pod;", (1.5.2)

i la familia de probabilitats {uy : J C T finit} sén les distribucions en dimensid finita de p. Les
distribucions en dimensié finita de g compleixen la propietat de consisténcia: Si K C J amb
K = m, aleshores

K = [y O (5;}( , (1.5.3)

on 07k és la projeccié natural de S? en S™. (La “propietat de consisténcia” també s’expressa
dient que {py: J C Tfinit} és un sistema projectiu.)

En una situacié forca general, que inclou el cas dels processos reals (vegeu el Teorema 1.3.7),
les distribucions en dimensié finita d’una probabilitat g la determinen. Aixo és el que diu el
Teorema segiient.

1.5.2 Teorema de Daniell-Kolmogorov (Daniell,1918; Kolmogorov, 1933).
Sigui S un espai polonés (i.e. métric, separable i complet), i considerem l'espai mesurable (S,B(5)),
on B(S) vol dir la o-algebra dels borelians de S.
Sigui T un conjunt d’indexos de cardinalitat arbitraria.
Sigui {pny, J C T finit} una famdlia de probabilitats, cadascuna sobre (S*, &%), complint la pro-
pietat de consisténcia (1.5.3).
Aleshores, eristeir una unica probabilitat p sobre (ST,B(S)T) que té la familia donada com dis-
tribucions en dimensid finita. (Aquesta probabilitat s’anomena de vegades limit projectiu de la
familia.) g

Demostracio: La idea de la demostracié és la segiient: Definim la funcié de conjunt g sobre els
cilindres de base finito-dimensional mitjancant la férmula

w(6;,) 1 (B)) == puey., (B)

i seguim els passos seglients:
a: Demostrar que els cilindres de base finito-dimensional formen una algebra.

b: Comprovar que j esta ben definida i és additiva sobre 'esmentada algebra, i compleix u(ST) =
1.

¢: Demostrar que p és o-additiva sobre I’algebra.

d: Aplicar els teoremes d’extensié de Carathéodory per concloure que p s’estén de manera tnica
a una mesura de probabilitat sobre la o-algebra generada, que és B(S)7.

Fem ara els detalls de cada pas:

a: 0 =06;"(0),1 ST =6;"(S), (t qualsevol), i per tant aquests conjunts sén cilindres.
(5:,1‘..,tn(B)) = (5;1,1...,%(30))-
61 5, e, (Bi) = ot (B X -+ X Bp).

iyin 1,15 stm,mp
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b: Veiem primer que p esta ben definida. Suposem que

5.0 4 (Bl)=6." , (B2),

amb n < m. Reordenant indexos, si cal, aix0 vol dir que s; = t1,...,8, = t,, 1 que By =
By x S™~™. Ara, usant la propietat de consisteéncia (1.5.3), es té

(55_1, \Sn (Bl)) = Msi,...,8n (Bl)
= Bst,esm (5751, Sm),(81,- .,s,,L)(Bl)) = M81,~..,SM(BI X Sm—n)
= Msqy,...sm (BQ) M((Ss_l, (BQ)) .

Veiem ara l’additivitat finita: Considerem dos cilindres amb interseccié buida,
5,0 (B)NGS . (Ba)=0.
Considerem el conjunt d’indexos

(r1,.oyre) i= (1, oy tn, S1,- -+, Sm) -
Podrem aleshores escriure

S (B) =050 (Byx )

6.0 o (B)=0." , (SZ*’"XBQ).

815 T1s--

Aleshores,

w0 e, (BOUOL o (B2)) = prry o (0, (Bux ST UG (8™ x By))
= Hrg et Oy (B X ST oty (670, (877 % Ba))
= (05, 4, (B1)) +u(65) ., (B2)

doncs les distribucions en dimensié finita sén additives.
Per tltim, u(ST) = u(6; 1(S)) = pe(S) = 1 (t qualsevol).

¢: Aquesta és la part dificil. Sabem que la o-additivitat d’'una funcié de conjunt positiva additiva
1 sobre una algebra 2 és equivalent a la propietat segiient: Per a tota successié decreixent

{A; }nen de conjunts de 2 tal que ﬂ A, =0, es té hm w(Ay) =0.

Provarem aquesta propietat per la nostra funcié de conJunt w1 la o-algebra 2 dels cilindres
finito-dimensionals.

Sigui { A, }men una tal successié. Si A, 6,51, .+, (Bm) had’incloure a A, 1 = 551’ ,(Bm+1),
aleshores per forca n < ¢, t1 = $1,...,t, = S, (reordenant indexos si cal), i Bm+1 C
B,, x §¢=". Per tant, sempre podrem trobar una successié d’indexos tal que tot A,, és
de la forma

m = 6t_1,1..4,tnm (Bm) )

amb {n, }m creixent.
Intercalant, si cal, alguns conjunts a la successié { A, }m, podem suposar que cada conjunt és
de la forma

=00, ity (Bim)

stm

(i.e., és un cilindre de base m-dimensional). Es clar que si veiem la propietat de continuitat per
successions decreixents abans esmentada per aquesta successid, també la complira la successié
original, que n’és una parcial.

Suposem que W}E’noo w(Ap) # 0. Com que {u(Ay,)}m és decreixent (perque p és additiva),

aixo vol dir que existeix € > 0 tal que

Ym, p(Am) >e>0.
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una

Si S és un espai polonés, S™ també ho és (si hi posem, és clar, la topologia producte). I en un
espai polones tota mesura finita sobre els seus borelians és ajustada. Per al que ens interessa,
aixo ens diu que es compleix el seglient:
€
VB, € B(S)™, 3K,, € B(S)™, K,, compacte, tal que i, .. 1, (Bm — Kp,) < o -
Considerarem els cilindres de base K,,
Ot Bom) € 0,0, (Bm) -

Aquesta successié la podem fer decreixent: Definim K| = Ki, i K, = (K/,_; x R) N K,,,
per m > 1. Clarament, per a tot m, K/ C K, i K/ és compacte per ser la intersecci6
d’un tancat amb un compacte. Tindrem doncs una successié de cilindres de base compacte
6;71.._7%([(7’”), decreixent, i tal que

5;1,1 t (K;n)catl, tm (Km )Cétl, tm (Bm), Vm.

olm

Per estalviar notacid, posarem
/o g—1 /
Dm - 6t17~~7t'm (K )

m

Dm = 615_1,1..4,15,,,, (Km)
Com =0, 4 (Bn), Vm.

Demostrarem que ﬂ D!, # 0, 1 haurem acabat. Per fer aix0, veurem primer que u(D),) > 0,
Vm, d’on dedmrem que K], # 0. En efecte,

u(D},) = p(Cin) = p(Cr N (D},)) = 1(Con) = p(Co 01 (1) D))

(Con N (D4))) > & — ZN(Cm - Dy)

i=1

= ,U(Om) - :U(,

3

>e— i (C; — Dy) i;
i=1 im1

Tindrem doncs que

Tcs

Pt (K) = (D) # 0, = K7, #0

Considerem, per a cada m, un element (af*,...,a™) € K/ C S™. Com que K/, C K/, _; xR,
resulta que Vn > k, (af,...,a}) € K.
La successi6 {a7},, C K} tindra una parcial {a}"}, convergent a un element a{ € K. La suc-

cessié {(ay", a5")}r C K} tindra una parcial convergent a un element (a?,a3) € Kj. Repetint
0

aquest argument, determinem una successié a?,a9,a3, ... tal que, Vn, (a%,4d3,...,ad%) € K.
Considerem un element 2 € ST complint
0
x(tn) =a, , Vin .
Clarament, x € D), Vn. Per tant, x € N D), i aquest conjunt és no buit, com voliem veure.
n

Aplicant el teorema d’extensié de Carathéodory, existeix una tnica probabilitat u, definida
sobre la o-algebra generada pels cilindres, que és B(S)7T, tal que

#(s e, (B)) = piny,...t, (B)
per a tot B € B(S)", per atot n € N.

El Teorema de Daniell-Kolmogorov ens déna immediatament ’existencia de processos amb
familia de distribucions en dimensié finita donada, en el cas que les variables del procés

estiguin valuades en un espai poloneés S (almenys tindrem segur el procés canonic). Dit d’'una
altra manera: Donada una familia consistent de distribucions en dimensié finita, existeix un espai

de probabilitat i un procés estocastic definit en ell que té per llei la que aquestes distribucions en

dimensioé finita determinen. Concretament, tenim el procés canonic definit sobre I’espai canonic:

Q:

ST & =6, P =y, on p és la probabilitat en (ST, &T) determinada per les distribucions

en dimensié finita donades, 1 X;(w) = w(t).
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1.6 Les diferents maneres de pensar en un procés estocastic

Gairebé tot el curs ens restringirem a processos reals indexats en R*. Hem vist a I’Apartat
1.2 que podem observar un procés estocastic de diverses maneres: Com una funcié de les seves
dues variables (t,w), com una funcié de ¢ a valors en un espai de variables aleatories, o com una
funcié de w en 'espai de les trajectories.

Com funcié de les seves dues variables, les propietats interessants d’un proces estocastic X es
refereixen fonamentalment a qliestions de mesurabilitat. La possibilitat d’intercanviar esperances
respecte w € ) i integrals respecte t € R, per exemple (Teorema de Fubini), requereix d’entrada
la mesurabilitat de X respecte la o-algebra producte B(R™T) ® F. En certes parts de la teoria de
processos apareixen també altres propietats de mesurabilitat més restrictives, com I’anomenada
mesurabilitat progressiva.

Com una funcié de w € € a valors en ’espai de trajectories, el procés no es més que una
variable aleatoria i, com a tal, I'inica cosa que interessa és la seva llei. S’estudien les propietats
relacionades amb la familia de distribucions en dimensié finita i també les propietats que les
trajectories satisfan amb probabilitat 1.

Com una funcié de la variable real ¢t € RT en un espai de variables aleatories, I’estudi de-
riva cap a qilestions analogues a les que podem plantejar per a funcions reals de variable real:
Continuidad, derivabilidad, integrabilidad, etc. Es a dir, els temes de ’analisi classica. Aixo ho
anomenarem analisi aleatoria, en el sentit de “analisi de funcions a valors en un espai de varia-
bles aleatories”. Els espais de variables aleatories a considerar sén ’espai de totes les variables
aleatories L°(€, §, P) i els seus subespais de Lebesgue LP(Q, §, P), amb p > 1. Aquests tltims sén
espais de Banach, i per tant estem parlant en els fons de funcions Banach-valuades de variable real,
un tema puramente analitic. En el cas de L°(Q,J, P), dotat amb la topologia de la convergéncia
en probabilitat, estem tractant amb un espai vectorial topologic amb una relacié molt pobre entre
Pestructura vectorial i I’estructura topologica. No es ni localment convex; només pot afirmar-se
que tot punt té un entorn acotat.

De manera natural, I’espai de variables aleatories més important a considerar és I’espai L2,
que és més ric en estructura, doncs es tracta d’un espai de Hilbert. Obviament, podrem considerar
aquest espai sempre que les variables del procés siguin de quadrat integrable.

En tot cas, tindrem diversos conceptes de continuitat, derivabilitat, etc., analegs als diferents
conceptes de convergencia de successions de variables aleatories. No obstant, podem deixar de
banda aqui el concepte de convergencia quasi segura, que no és gaire interessant. Si que és molt
important investigar si, quasi segurament, totes les trajectories d’un procés tenen propietats de
regularitat, pero aquesta és una qiiestié relacionada amb la llei del procés, és a dir amb el punt de
vista del procés com a variable aleatoria.

Encara que parlem de diferents “punts de vista” en I’estudi d’un procés estocastic, aixo no vol
dir que donin lloc a teories separades; simplement, és una manera de classificar en diferents tipus
les propietats que hom pot estudiar en un procés estocastic. Aquests diferents tipus de propietats
s’interrelacionen considerablement.

En el Capitol 2 presentarem alguns exemples importants de procesos estocastics. En el Capitol
3 estudiarem les propietats rellevants d’un procés estocastic com a funcié real de dues variables,
mentres que en el Capitol 4 'observarem com a funcié aleatoria de variable real. Els Capitols 51 6
estaran dedicats al procés com a variable aleatoria a valors a ’espai de trajectories. En el primer
treballarem les propietats relatives a les lleis, i en el segon les propietats que es compleixen amb
probabilitat 1. Per acabar la primera part, en el Capitol 7 veurem una introduccié a la integracié
estocastica.
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2.

2.1

Exemples de processos estocastics

Veurem uns quants exemples interessants de processos estocastics: Els processos de Wie-
ner, Poisson, Ornstein-Uhlenbeck i Cauchy, i el pont brownia. Els dos primers sén especialment
importants.

Normalment, el que interessa d’una variable aleatoria X:{) — R és només la seva llei, i no
pas qui és 2 o com és X com a aplicacié de 2 en R. Aixi, diem per exemple que una variable
aleatoria segueix una llei “normal (0,1)”, i amb aquesta dada ja podem fer tots els calculs que
puguin interessar. Sabem que existeixen variables aleatories amb qualsevol llei donada, i per tant
no hi ha cap problema de fonamentacié matematica.

Analogament, quan posem noms propis als processos estocastics més importants, ens referim
Unicament a la seva llei a ’espai (IRR+ , %(R)]}v)7 sense importar-nos en quin espai {2 estan definits,
o com és el procés com a aplicaci6 de €2 en (RR+,‘B(R)R+). Ja hem vist que existeixen processos
amb qualsevol llei donada.

El procés de Wiener

Comencem definint el procés de Wiener, també anomenat Moviment Brownia, que és el que
tobarem més sovint durant el curs.

2.1.1 Definicidé

Un procés estocastic real W = {W,, t € R*} és un procés de Wiener de variancia o>

en xg € R si la seva llei ve donada per

comengant

P{Wy € By,W;, € By,...,W; € B,} =

- 1 —(z; —2i1)?
Oy (B / ex dxq - dx, ,
0( 0) By XX H 27’(0’2(&'7751-_1) p{202(ti—ti_1)} !

Bn =1

ODO=t0<t1<"'<tn,’fl€N,iBi€%(R). 0

La delta de Dirac a la férmula anterior ens diu que Wy = zq, quasi segur. D’aqui que diem

que el procés comenca en el punt zg. Per altra banda, la llei del vector aleatori (Wy,, ..., Wy, ) és
una normal multidimensional amb vector de mitjanes m = (xg,...,2o) i matriu de covariancies
th t1 t1 ... t1
t1 to ta ... 12
S—g2|t1 ta t3 ... 3
ti to t3 ... 1,

Draft Version: 2002/5/17. A. Alabert and M. Farré



12

Exemples de processos estocastics

Nota: Recordem que un vector aleatori sequeix una llei normal multidimensional de vector de
mitjanes m i matriu de covariancies Y si té densitat respecte la mesura de Lebesgue donada per

flz,. ... zn) = (27r)"/2(1iet2)1/2 exp{ — 3(@—-m)S"H(Z-m)} .

Si fem un canvi de variable i calculem la densitat del vector aleatori (Wi, — Wy, Wy, —
Wiyyoo oy Wy, — Wy, _,), trobem que aquesta és

n .2
I1 exp{ — } ,
i «/27ro-2 ti —ti 1) 202(t; — ti—1)

i deduim que esta format per variables aleatories independents amb llei N (0,02 (tig1 — tl)) Es
diu que el procés de Wiener té increments independents.

2.1.2 Proposicié

El procés de Wiener es pot definir com un procés estocastic W amb increments independents,
Wo = x q.s., i tal que, per a cada s < t, la llei de Wy — W és N(O702(t - s))

Demostracid: La llei de (Wy, — Wo, Wy, — Wy, ..., Wy, — Wi ) queda determinada, i a partir
d’aqui, amb un canvi de variable es pot calcular la llei de (Wo, Wy, , ..., W, ) i es retroba la forma
de la definici6 2.1.1.

2.1.3 Definicié

2.2

2

Quan o° = 1, diem que tenim un procés de Wiener estandard. Si no s’especifica el punt de

comencgament, s’entén que es tracta d’un procés de Wiener estandard comengant en 0.

Per tant, el procés de Wiener estdndard comencant en 0 és aquell que compleix:
a) Wo =0, q.s.
b) Té increments independents.

c) Vs <t, Wy —Wg ~ N(0,t — s).

El procés de Wiener fou rigorosament construit i estudiat per Norbert Wiener durant els
anys 1920’s, 1 per aixd porta el seu nom. Pero abans ja va ser proposat (per Albert Einstein,
1905, i Marian von Schmoluchowski, 1906) com a model per al fenomen fisic anomenat “moviment
brownia”, i que fa referéncia al moviment aleatori i sense causa aparent de particules petites en
suspensi6 en un liquid. Com a model d’aquest fenomen es pot considerar superat. No obstant, a
la literatura matematica persisteix el nom de “Moviment Brownia” com a sinonim de “procés de
Wiener”.

El procés de Poisson

2.2.1 Definicidé

Un procés estocastic real N = {N;, t € RT} és un procés de Poisson de variancia A comengant en
x € 7 si la seva llei ve donada per

n efA(ti*tifl)[A(ti 7ti_1)]mi7m71
P{Ny =20, N¢y; = 21,...,N¢, =y, T
{No = @0, Vo, ! ! O({w0}) E (zi — @i—1)!

b

siz; €72, 19 <11 < Ty < -+ < Iy, (i zero en cas contrari), ion 0 =ty <t; < --- <ty, n€N.

O
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Estem imposant clarament que Ny = x q.s. Per altra banda, si fem un canvi de variable
i calculem la funcié de probabilitat del vector aleatori (Ny, — No, Nyy — Neyyoo oy Nt — Ny 1),

obtenim .
n e—)x(ti—t'ifl) [)\(tz — ti*l)] .

1=

) yi€N7

i deduim que esta format per variables aleatories independents amb llei de Poisson de parametre
A(ti+1 — ti). El procés de Poisson també té doncs increments independents.

2.2.2 Proposicié
El procés de Poisson es pot definir com un procés estocastic N amb increments independents,
No =1z q.s., i tal que, per a cada s < t, la llei de Ny — Ny és Pois ()\(t — s))

Demostracio: Analoga a la que hem fet abans per al procés de Wiener.

2.2.3 Definicié
Quan A = 1, diem que tenim un procés de Poisson estandard. Si no s’especifica el punt de
comengament, s’entén que es tracta d’un procés de Poisson estandard comencant en 0.

Per tant, el procés de Poisson estandard comengant en 0 és aquell que compleix:
a) No=0, g.s.
b) Té increments independents.

¢) Vs <t, Ny — Ny ~ Pois(t — s).

Una situacié tipica que es modela mitjangant el procés de Poisson apareix en Teoria de Cues:
Suposem que a una cua arriben usuaris seguint les pautes segiients:

1) Arriben d’un en un.

2) La probabilitat p que es produeixi arribada d’un usuari en un interval de longitud At (petita)
és proporcional a At:

p = AAt .

3) El nombre d’arribades en intervals disjunts sén variables aleatories independents.

Partim [0,¢] en subintervals de longitud At = % Per n prou gran, en cada subinterval
arriba com a molt un usuari. Per tant, en [0,¢] hauran arribat com a molt n usuaris i el nombre
d’arribades segueix una llei Binomial:

P{k arribades en [0, ]} = (Z)pk(l _p)nk = (Z) (&)k (1- ﬁ)nfk .

n n

Aix0 és una aproximacié. Si fem n — oo, és raonable pensar que tindrem un bon model per
aquesta probabilitat. Surt

k
P{k arribades en [0,¢]} = (/\]:') e A

O sigui, el nombre d’arribades en [0, ¢] segueix una llei Pois(At). Per tant, si notem Ny el nombre
d’arribades en [0, t], sembla raonable suposar que {N;, t € R} és un procés de Poisson comengant
en zero.
Per cert, es pot calcular també facilment la llei del temps entre arribades d’usuaris consecutius:
P{Temps entre dues arribades >t} = P{N;, s — Ny =0} = P{N, — Ny =0} = e~ |

i es dedueix que el temps entre arribades segueix una llei exponencial de parametre .

Draft Version: 2002/5/17. A. Alabert and M. Farré



14

Exemples de processos estocastics

2.3 El pont brownia

Aquest és un exemple de procés definit en un interval de temps acotat [0,1]. Sigui {Wy, ¢ €
R*} un procés de Wiener estandard comencant en zero. Definim el procés X = {Xy, t € [0,1]}
per

Xt = Wt —tW:L .

Aquest procés comenca en zero i acaba en zero. Es a dir, P{X, =0} =1i P{X; =0} = 1. La
seva llei en (RIY 9B(R)11) es pot calcular a partir de la relacié amb el procés de Wiener, i ve
donada per

P{XoGBo,theBl,...,X EBn,XleBn+1}:
n+1

S0(Bo)do(B1)V2m H %
By x---xB noi—1 t_tzl

OHO:t0<t1<"'<tn<tn+1=1,n€N,$n+1:0,iBi€%(R).

{ (xtt :f:_ll))Q } dry -+ dx, |

2.3.1 Definicid

24

El procés X donat per la llei anterior s’anomena pont brownia estandard.

El pont brownia ens proporciona un exemple de procés que no té increments independents.
En efecte, X; — Xo = — (X1 — Xy).

El pont brownia estandard es pot generalitzar al pont brownia que comenca en a a l’instant
t = 0 i acaba en b a l'instant t = T. El podem representar en funcié d’un procés de Wiener
mitjancant la férmula

X, —a(l——>+b +(Wt—

t
—W), 0<t<T.
T T

T

Es pot comprovar que la llei del pont brownia estandard és la llei d’un procés de Wiener
condicionada a Wy = 0. Dit amb precisid,

P{th S Bl7"'7th € Bn/Wl :b}

ve donada per la llei d’un pont brownia que comencga en 0 a I'instant ¢ = 0 i acaba en b a 'instant
t = 1, quasi per tot b, respecte la mesura de Lebesgue.

El procés d’Ornstein—Uhlenbeck

Sigui W un procés de Wiener estandard. Considerem el procés {X;, ¢t € Rt} definit per

X,i=0 Wt 6/ pl=s)yy, ds) : (2.4.1)

on # > 01io > 0 sén constants. Aquest procés s’anomena procés de velocitat d’Ornstein—
Uhlenbeck. Fou proposat per aquests autors com a model de la velocitat d’una particula sotmesa
a moviment brownia. Integrant respecte ¢ I'expressié (2.4.1), s’obté el procés de posicié d’Ornstein—
Uhlenbeck, que representaria el desplacament de la particula browniana. Aquest és doncs un model
alternatiu al d’Einstein i Schmoluchowski, que proposaven el procés de Wiener W; directament.

Les constants § 1 o tenen un significat fisic precis que fa referéncia a les condicions en les
quals es desenvolupa el moviment.
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2.5 El procés de Cauchy

2.5.1 Definicié
Sigui X := {X;, t € R} un procés estocastic tal que:

1) XQ =xT.
2) Té increments independents.
3) Vs <t,lallei de X; — X, té la densitat

fly) = L=s

= A (2.5.1)

respecte la mesura de Lebesgue.

El procés estocastic que té la llei determinada per aquestes condicions s’anomena procés de
Cauchy comencgant en x € R. La densitat (2.5.1) és la d’una variable aleatoria amb llei de Cauchy
de parametre t —s. g
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3.

3.1

Propietats de mesurabilitat

En aquest capitol estudiem essencialment les propietats que poden interessar d’un procés X
com a funcié de RT x Q en R.

Processos mesurables

3.1.1 Definicidé

Sigui X := {X;, t € R} un procés estocastic sobre un espai de probabilitat (Q,F, P).

Diem que X és mesurable si la funcié de dues variables

X:RtxQ— R

(t,w)— Xi(w)

és mesurable respecte les o-algebres B(R) @ Fen RT x Q, i B(R) en R.

3.1.2 Proposicié

Si X:RT x Q — R és una funcié mesurable, aleshores les aplicacions parcials X;:Q — R 4
X(w):R*T — R sén mesurables, per a tots t i w, respectivament.

Demostracié: Es cert en general que:

Si (E, €) és l'espai de mesura producte dels espais (E7, €1) i (Eq, &), (S,6) és un altre espai
de mesura, i X: F1 X Ey — S és mesurable, aleshores les parcials X (e1,): Ea — SiX(-,e2): By — S
son mesurables, Ve, € E, Vey € Fs.

En efecte, es comprova immediatament que la injecci

’iell E2—>E1 X EQ

EQgt— (61762)

és mesurable. Aleshores X(ej, ) = X oi., és mesurable per ser composicié de mesurables.

3.1.3 Exemple

Hi ha processos no mesurables. Fins i tot es pot construir un exemple en que les aplicacions
parcials ho sén:
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Sigui @ = RT, § la o-algebra “generada pels punts” (§ = oc{{w} : w € Q}), i Xy(w) =
L(t—w <1y (t,w). Aleshores, X;(-) i X.(w) sén mesurables, perdo X 1({1}) = {(w,w) : w <1} &
B(RT) ®F. (Si ho fos, les projeccions d’aquest conjunt haurien de ser-ho també.)

3.1.4 Exemple

Un procés estocastic real indexat per N, és sempre mesurable quan en el primer espai posem la
o-algebra P(N) @ §.

3.1.5 Teorema

Sigui X un procés estocastic mesurable.
Si
/ | X¢|(w) A(dt) x P(dw) < oo,
R+t xQ

on X\ és la mesura de Lebesgue, aleshores

[ s < p = [ wixga=u [ xa.

Demostracio: Aixo no és més que el Teorema de Fubini general, aplicat a aquesta situacio concreta.

O

La condicié de mesurabilitat d’un procés és també ttil en situacions que no tenen res a veure
amb el Teorema de Fubini. Per exemple, és freqiient haver d’avaluar un procés en un instant de
temps aleatori.

3.1.6 Definicid

Sigui (2, 3§, P) un espai de probabilitat.
Una variable aleatoria 7: ) — R s’anomena un instant aleatori.

Avaluar el procés X, definit sobre (2, §, P) a U'instant aleatori 7 i en w, vol dir considerar el
valor real X () (w). Es interessant saber si [X;](w) := X;(,)(w) és una variable aleatoria o no.
La resposta és afirmativa si el procés és mesurable:

3.1.7 Proposicié

3.2

Siguin X un procés mesurable i T un instant aleatori.
Aleshores X, és una variable aleatoria.

Demostracio: Considerem la composicié

SIGLLN. S . G

W (7(w),w) —— X7 () (W)

Tenim que (7,1d) (A x B) = {w: 7(w) € A} N B, i tots dos conjunts sén de §. Ja hem acabat,
perque la composicié de aplicacions mesurables és mesurable.

Processos adaptats i progressius

3.2.8 Definicid

Sigui (£2,F) un espai mesurable.
Una filtracié en (£2,§) és una familia {F;, t € RT} de sub-o-algebres de § no-decreixent (s < t =
Ss - St) O

3.2.9 Definicid

Sigui (£2,§, P) un espai de probabilitat.
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Sigui {J;, t € RT} una filtracié.
Un procés estocastic {X;, t € RT} és adaptat a {Fy, t € RT} si, per a tot t € RT, la variable X;
és §-mesurable.

3.2.10 Definicié
Sigui (€, 3§, P) un espai de probabilitat.
Sigui {F, t € RT} una filtracié.
Un procés estocastic { Xy, t € R*} és progressivament mesurable (o progressiu) respecte {F¢, t €
R*} si, per a tot ¢t € RT, la restriccié

0, xQ— R

Xs(w)

Xl[O,t]xQ: [

(s,0)

és B([0,t]) ® Fi-mesurable.
Vegem les relacions entre tots els conceptes introduits.

3.2.11 Proposicié
1) Si X és progressiu, aleshores és mesurable i adaptat.
2) Hi ha processos adaptats que no sén mesurables.
3) Hi ha processos mesurables que no sén adaptats.

4) Hi ha processos adaptats i mesurables que no son progressius.

Demostracio:
(1) Sigui X un procés progressiu respecte una filtracié {F, ¢ € RT} en un espai de probabilitat
qualsevol. Veiem primer que X és adaptat a la filtracié donada.

Fixem ¢t > 01 B € B(R). Per hipotesi,

A:={(s,w) €[0,t] x Q: X (w) € B} € B([0,t]) ®F: -
La traca A(t,) := {w € Q: X;(w) € B} sera §;-mesurable, i per tant X és adaptat.

Observaci6: Estem fent servir aqui el resultat general que diu que si (E, €) és el producte dels
espais de mesura (E1,€1) i (Ea, €3), aleshores A € € implica Aley,-) € €5 i A(-,e3) € €1, per a
tots e € E1 i ea € E5. Aix0o es demostra veient, per cada ey fixat, que la colleccié de conjunts
C:={A e &: A(er,-) € E2} és una o-algebra que conté els rectanges A; x Az, amb A; € €; i
Ay € &5, que generen §.

Vegem ara que X és mesurable: Per a tot B € B(R),

X YB)={(t,w): X(w) € B}

= D_"O{(t,w) e0,n] xQ: X,(w) € B}
_ N oyl
o nL:Jo X|[0,n]xQ(B) ’

i cada conjunt d’aquesta unié és de B([0,n]) @ F C B(R') @ F.

(2) Reprenem l'exemple 3.1.3, definint §; = §, per a tot t. X no és mesurable perd en canvi és
adaptat: X 1({1}) = {t} € T

(3) Sigui A € § tal que A € Fy,, per algun ty. Sigui C € B(R™') tal que o € C. Definim
X(t,w) = Lloxa(t,w).
Tenim que X '({1}) = C x A € BR") ® §, perd X;,' ({1}) = A & Tu,.

(4) Considerem el mateix exemple de 2), perd canviem § a B(RT). Llavors, X 1({1}) =

{(w,w) : we R} € BRY) @ B(R); per a tot t, X; '({1}) = {t} € Ts; perd no és progres-
siu: X‘[O,s}xa({l}) ={(w,w): 0<w < s}, quenoésde B([0,s]) ®F:. o
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4. Analisi aleatoria

Ens referim en aquest capitol a propietats d’un procés estocastic considerat com a funcié de
t € Rt a valors en un espai de variables aleatories.

4.1 Continuitat en probabilitat

Considerem primer la situacié més general, en la qual només suposem que cada X; és una
variable aleatoria, sense més condicions addicionals; és a dir, considerem ’aplicacié

R-i— X LO

t— X,

on L° := L9(Q,F,P) és l'espai de totes les variables aleatories sobre l'espai de probabilitat
(2,3, P). Aquest és un espai metric quan hi considerem la convergencia en probabilitat. Concre-
tament, la metrica es pot donar mitjancant la distancia

(X - Y]

XY)=E|—5—>
d(X,Y) 1+ X-Y|l’

(4.1.1)

i en resulta un espai metric complet.

4.1.1 Definicié
Un procés estocastic X := {X,, t € R} és continu en probabilitat (o estocasticament continu) en
to si
tli—>nt10P{‘Xt_Xt0| >eb=0, Ve>0.

Es continu en probabilitat si ho és en cada to € RT. (Equivalentment, si la aplicacié t — X; és
continua de R* en (L%,d).) g

La definici6 s’estén sense dificultat a processos amb valors en R?% o en qualsevol espai meétric.
Només cal substituir I'expressié | X; — Xy, | per p(Xy, Xi,) on p és la distancia a I’espai metric en
qiiestié.

La continuitat en probabilitat pot posar-se en termes de les lleis bidimensionals del procés,
com demostren les Proposicions 4.1.2 i 4.1.3 segiients:

4.1.2 Proposicié
Un procés X té limit en probabilitat en to si i només si la llei de (X, Xs) convergeiz feblement
quan (t78) - (t07t0)'
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Demostracio:
(=) Suposem que X; N &, per una certa variable aleatoria . Aleshores, també (X, X;) _r
t—to t,s—to

(£,€). Com que la convergencia en probabilitat implica la convergencia en llei, ja hem acabat.

(<) Sigui py s la llei de (X¢, Xs) en (R? B(R?)). Suposem que pi; s convergeix feblement cap a
una certa probabilitat 4 quan ¢,s — ty. En particular, p;; convergira cap a una probabilitat
concentrada en {(z,z): x € R}, i per tant p ha d’estar concentrada en aquest conjunt.

Recordem ara la desigualtat de Txebixev: Per a qualsevol variable aleatoria Y, qualsevol
funcié f:R — RT creixent, i qualsevol € > 0,

E[f(Y)]
P{Y 2e} < ———= .
Y=o
Sigui f:R — R la funcié definida per
0, siz<0,
fl@y=q¢ =z, si0<z<1,
1, siz>1,

i considerem g:R? — R donada per g(x,y) = f(|z — y|). Observeu que g és continua i acotada.
Per la desigualtat de Txebixev,

P{|X;— X;| > e} <

M | =

E[f(|X: — X)) = %/Wg(w,y) pie,s(d, dy) —— ! g(z,y) p(dzr, dy) ,

t,s—to € JRp2

que és igual a zero perque u esta concentrada a la diagonal. Aixo demostra la propietat de Cauchy
de X; quan t — to. Com que (L°,d) és un espai métric complet, ha d’haver-hi convergencia.

4.1.3 Proposicié

Un procés X és continu en probabilitat en to si i només si la llei de (X, Xs) convergeiz feblement
quan (t,8) — (to,to) a la llei de (Xy,, Xt )-

Demostracié: Es practicament la mateixa de la Proposicié 4.1.2. Només cal posar & = Xy,
W= 1, 1 aplicar la desigualtat de Txebixev a P{|X; — X;,| > €}. p

Es pot donar una versié uniforme de la continuitat en probabilitat:

4.1.4 Definicio

Un procés estocastic X := {X;, t € R} és uniformement continu en probabilitat (o uniformement
estocasticament continu), si

Ve>0,Vn>0,30>0: [t—s|<d = P{X:—Xs|>e}<n. o

4.1.5 Proposicié

Si X €s un procés continu en probabilitat, aleshores és uniformement continu en probabilitat en
tot interval [a,b]:

Ve>0, V>0, 30>0: t,s€[ad], t—s|<d = P{X:—Xs|>e} <n.

Demostracid: (En general, tota aplicacié continua d’un compacte en un espai metric és uniforme-
ment continua.)
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Fixem 1 > 0. Per a cada t € [a,b], sigui d(t) > 0 tal que |t —s| < 0(t) = | X — X5| < n.
El conjunt de boles B(t;0(t)/2), variant ¢, recobreix [a,b]. Sigui {B(t;,d(t;)/2), i =1,...,n} un
subrecobriment finit. Sigui § = 121_11’1 8(ts)

2
RN

Siguin ¢, s tals que |t — s| < 0. Per un cert i, t € B(t;,0(¢;)/2). Aleshores,

a(t;
[t —t;| < (2 ) = d(Xy, Xe,) <7

5(t;
|s—tl-|<\s—t|+|t—ti|<5+%<5(ti):>d(xs,xti)<n.

Per tant,
d(Xt,Xs) § d(Xtht,y) + d(Xti’Xs) < 2’[7 . O

4.1.6 Exemples

1) El procés de Wiener i el procés de Poisson sén continus en probabilitat (ho deduirem de
propietats més fortes).

2) Un procés que no és continu en probabilitat: Sigui X un procés tal que totes les variables
sén independents entre si i identicament distribuides, amb densitat f respecte la mesura de
Lebesgue. Aleshores, si t # tg,

P{X — Xi| > e} = f(x)f(y)dzdy .
{lz—y|>¢}

Per convergencia dominada, aquesta integral tendeix, quan € — 0, a
| r@fdedy=1.
{z#y}
Per tant, per algun € > 0,

P{X:— X | >t =2 - . o

N | =

4.2 Continuitat en L?

Suposem que totes les variables aleatories X; d'un procés pertanyen a l'espai LP := LP ({2, §, P)
de les variables aleatories de poteéncia p-esima integrable,

E[|Xt|p] <00 .

El nombre p pot ser qualsevol nombre 0 < p < co. Aquests espais satisfan p < ¢ = L? C LP.
Quan p > 1, s6n espais de Banach amb la norma

IX| e :=E[|X[7]"/* .

L’espai L° esta format per les variables essencialment acotades, és a dir, tals que existeix M
(anomenada cota essencial) satisfent

P{X|>M}=0.

La més petita cota essencial de X és el seu suprem essencial. L*° és un espai de Banach amb la
norma
| X oo := esssup | X| .
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4.2.1 Definicié
Un procés estocastic X := {X;, t € R} és de LP si ho sén totes les seves variables.

4.2.2 Definicié
Sigui p > 1.
Un procés estocastic X := {X;, ¢ € R} de L? és continu en LP (o continu en mitjana p-ésima) en
to, si 'aplicacié
Rt X .p
t—— Xy

és continua en tg; és a dir, si

lim | X; — Xo|» =0 .
t—to
Es continu en L? si ho és en cada to € Rt.

Analogament a la continuitat uniforme en probabilitat, podem definir la continuitat uniforme
en LP. Naturalment, la continuitat en LP implica la continuitat en probabilitat.

4.2.3 Exemples

1) El procés de Wiener és continu en LP, per a tot 1 < p < oo:

En primer lloc, el procés de Wiener és de tots els LP perque la llei de cada variable és gaussiana.
Ara,

P! o
E[|[W; — Wy, |P] = W(t —t0)?, sip és parell.

2) El procés de Poisson és continu en LP, per a tot 1 < p < oo:
La llei de Poisson té moments de tots els ordres. Ara,

E [Ny = Ny, [Pl = X-Q(\) ,

on @ és un polinomi, si p és un enter.

El cas més interessant és el de 1’espai L2, que és un espai de Hilbert amb el producte escalar
(X,Y) :=E[XY].

La continuitat en L? es pot caracteritzar a través de les funcions t — E[X,] i (¢,s) — E[X;X,],
com es veu a les Proposicions 4.2.4 i 4.2.6 seglients. No escriuré les demostracions aqui. Podeu
trobar-les en [Wentzell].

4.2.4 Proposicié
Un procés X és continu en L? si i només si la funcié (t,s) — E[X,X] és continua.

4.2.5 Definicié
Sigui X un procés estocastic de L2.
La funcié de mitjanes de X és la funcié real definida sobre R per
m(t) := E[X,] .
La funcié de correlacié de X és la funcié real definida sobre Rt x R per

K(t,s) := Cov[X;, X,] = E[X,X,] — E[X,]E[X.] . @

4.2.6 Proposicié
Si la funcié de mitjanes m(t) és continua, aleshores el procés X és continu en L? en el punt
to € RY si i només si la funcid de correlacié K(t,s) és continua en (to,to). @

Hi ha moltes coses que es poden dir d’un procés de L? a partir de les funcions de mitjanes
i correlacié. La part de la teoria de processos que utilitza només aquestes funcions, és a dir, que
utilitza només els moments d’ordre u i dos de les variables, s’anomena teoria de la correlacid.
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4.3 Derivabilitat en probabilitat i en L?

La noci6 de derivabilitat de la funcié ¢ — X; es refereix naturalment a ’existéncia del limit

lim 7Xt+h — X

h—0 h
en el sentit de la topologia que s’estigui considerant a I’espai de variables aleatorias (en probabilitat,
o en LP). La derivabilitat en qualsevol d’aquests sentits implica la corresponent continuitat.

La derivabilitat en probabilitat no és massa interessant. Per exemple, el procés de Poisson
és derivable en probabilitat, i la seva derivada és idénticament nulla. Aixo implica que el procés
no pot reconstruir-se llevat de constant a partir de la seva derivada. En canvi aixo si que és cert
per a funcions valuades en un espai de Banach: Si una funcié té derivada nulla en un interval,
aleshores és constant. Per tant, la derivabilidad en LP sera molt més interessant, perque donara
més joc.

4.3.1 Exemples

1) El procés de Wiener no és derivable en probabilitat: Si ho fds, el quocient %(WtJrh — W) seria
també convergent en llei quan h — 0. Perd la seva llei és N(0, 1) i les variancies tendeixen a
infinit.

2) El procés de Poisson és derivable en probabilitat i la seva derivada és el procés idénticament
Z€ero:

Per h prou petit,

P{’NtJrhh— Ny

>€}:P{‘Nt+h_Nt|>0}:1_67>\hh—)0« O
—0

4.3.2 Definicié
Sigui p > 1.
Un procés estocastic X := {X;, t € R} de LP és derivable en L? (o derivable en mitjana p-ésima)
en tg si ’aplicacio
Rt X .rp

t— X,

és derivable en ty; és a dir, si existeix £ € LP tal que
1
Lim o[ Xeo+n — Xtg — hE|Le = 0.
Es derivable en LP si ho és en cada to € RT. g

4.3.3 Exemples

1) Ja hem vist que el procés de Wiener no és derivable en probabilitat. Per tant tampoc no ho
ésen LP.

2) El procés de Poisson no és derivable en LP, per a cap p > 1: Com que és derivable en
probabilitat i la seva derivada és zero, la seva derivada en LP també hauria de ser zero. Pero

1 1 1
p} = —E[|[Nepn — Nef?] 2 = E[|Neyn — Ne[)" = ﬁ(/\h)p 70

Nipn — Ni
B H kP hp

h

quan h — 0.

3) Si un procés té trajectories derivables, aleshores sera derivable en probabilitat (simplement,
perque la convergencia quasi segura implica la convergeéncia en probabilitat). En canvi, aixd
no és cert per la derivabilitat en LP. Per exemple, considerem el procés X; = sin(nt), on n és
una variable qualsevol, de momemt. Es clar que el procés és tots els LP (és de L™, de fet).
La derivada de cada trajectoria existeix, i és X} (w) = n(w) cos(n(w)t). Clarament, podem
escolllir 7 de manera que aquest procés no és de L'. No podra haver-hi, per tant, convergencia
a X/ en L' del quocient incremental de X;.
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Igual que amb la continuitat en L2, la derivabilitat en L? es pot caracteritzar en termes de
la funcié de covariancies (vegeu la demostracié en [Wentzell], per exemple):

4.3.4 Proposicié
Un procés X és de classe C' en L? si i només es compleiz qualsevol de les condicions segtients:

a) La funcid (t,s) — E[X;X,] té segona derivada creuada continua.

b) La funcié de mitjanes és de classe C* i la funcié de covariancies K(t,s) té segona derivada
creuada.

En cas afirmatiu, les funcions de mitjanes i covariancies del procés derivada son respectivament

92K (t, )

t— m'(t) i (t,8)— 5igs - O

4.4 Integracio en probabilitat i en L?

4.4.1 Definicié
Un procés X és integrable Riemann (en probabilitat o en LP) en un interval [a,b] si existeix el

limit de les sumes de Riemann
n—1

Z X, (tig1 — 1)

i=0
(en probabilitat o en LP) quan la norma de la particié {a =tg < t; < -+ < tp_1 < t,, = b} tendeix
a zero, i s; és un punt arbitrari (determinista) de [t;,¢;41]. o

4.4.2 Proposicié
Si X és un procés continu en LP, aleshores és integrable Riemann en LP en tot interval [a,b].

Demostracid: X és uniformement continu en L? en [a, b]:
Ve>0,30>0: s,t€ab], |s—t|<d=|Xs— Xi|r <¢.

Siguin 71 1 w2 dues particions de norma més petita que §/2.

H Z X, (tig1 — ti) — Z X (Uig1 — uy)

Lo

titig1 €T Ui, Uit1 ET2

= H E KXo (Vg1 —v) — E X (Ve41 — vk)‘ o
Vg, Vp+1E€ET1 VT2 Vg, Vp+1E€ET1 VT2

on '
Sk = Siy Si [Uk, Vk41] C [, tit1]

T = Tiy St [Ug, V1] C [ug, uiga]
i aquesta norma esta acotada per

o Xy —Xplwor—w) <e Y (p—w)=e-(b—a). g

Vg,V +1E€ET1 VT2 Vg, Vg+1E€ETL VT2

Similarment als problemes amb la derivabilitat, aquest resultat no és cert quan el sentit és en
probabilitat:

4.4.3 Exemple
El procés

0, sit< T
Xt:{ !

P sit>1
-7
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on 7 és una variable amb llei uniforme en [0, 1], és continu en probabilitat en [0, 1]; no obstant, la
1
integral de Riemann / X dt no existeix en probabilitat. Vegem-ho:
0

Que és continu en probabilitat es demostra a partir de la definicid, condicionant P{|X; — X,| > ¢}
als conjunts {s,t < 7(w)}, {s <7(w), t > 7(w)} i {s,t > 7(w)} (es pot suposar s < t).

Per altra banda, cada trajectoria X.(w) té clarament integral infinita. Per tant, existiran sumes
de Riemann convergint a co quasi segur, i per tant en probabilitat.

El resultat positiu en LP de la Proposicié 4.4.2 és general per a funcions valuades en espais
de Banach. De fet, en aquesta situacidé sén certs tots els resultats de la teoria classica de la
integral de Riemann que no involucrin desigualtats entre nombres reals, sindo només entre els seus
valors absoluts (que corresponen a les normes en els espais de Banach). En particular, el Teorema
Fonamental del Calcul: La primitiva d’un procés és derivable en LP i la seva derivada coincideix
amb el procés.

Como en el cas de la derivacid, les funcions de mitjanes i covariancies del procés integral en L2
s’obtenen facilment a partir de les funcions corresponents del procés original. Remeto a [Wentzell]
per la demostracio:

4.4.4 Proposicié
Siguin t — m(t) i K(t,s) les funcions de mitjanes i covariancies d’un procés X continu en L2.

t
Aleshores les funcions de mitjanes i covariancies de {LQ—/ X, dr, t € RT} son respectivament
0

t

t s
tes [ mer)dr (t,S)H//K(T,u)drdu. .
0 0

0

Al parlar de derivabilitat hem comentat que si les trajectories sén totes derivables, aleshores
hi ha també derivabilitat en probabilitat, i que en canvi en L? no es pot assegurar. En relacié
amb la integrabilitat, ens podem preguntar si el fet que un procés tingui totes les trajectories
integrables estd relacionat amb la integrabilitat en probabilitat o en L2.

La integrabilitat Riemann de les trajectories implica clarament la integrabilitat en probabili-
tat, perque la convergeéncia quasi segura implica la convergencia en probabilitat en les sumes de
Riemann.

Aixo també és cert per a la integrabilitat en LP: La integral en LP és el limit en LP d’unes
certes sumes de Riemann, i per tant el limit és també en probabilitat. Per altra banda, la integral
de cada trajectoria és el limit de les mateixes sumes; considerades conjuntament, hi ha convergencia
puntual i per tant també en probabilitat. Per la unicitat del limit en probabilitat, els dos valors
han de coincidir.

Si les trajectories sén només Lebesgue integrables, aleshores tenim el resultat segiient:

4.4.5 Proposicié
Sigui X un procés mesurable, continu en LP.

Aleshores X és integrable en [a,b] en LP (ja ho sabem: Proposicid 4.4.2), cada trajectoria és
Lebesgue integrable en [a,b], i les variables aleatories

w [Lp—/abXtdt} (w) i wH/abXt(w)dt

coincideixen q.s.

Demostracié: Com que la convergencia en LP per un cert p > 1 implica la convergencia en L',
només cal fer la demostracié per p = 1.
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La integral trajectorial existeix, perque

b
/ / X, ()| Pdw) dt < (b—a) max.E|Xi| < o
a JQ te(a,b]
(la continuitat en L' en el compacte [a,b] implica obviament que les normes L' de les variables
del procés estan uniformement acotades en [a, b]).
Siguin a = tp < t1 < - < t, = b, 1 8 € [ti—1,ti], per cada i. Tenim, per a cada i =
1,...,n—1,

1 t;
E Xsi(ti—t,»_l)—/ Xtdt‘ :E’/ (X, — X,,) dt
ti—1 ti—1

ti
</ ElXt—X5i|dt<(lfi—ti,1) max E‘Xt_Xsi

ti—1 tE[ti—1,t:]

X és uniformement continu en L' en [a, b]. Per tant, per a cada € > 0 existeix un 6§ > 0 tal que si
t; —ti—1 <9, es té E|X; — X;,| < e. Tindrem, doncs, per particions de norma més petita que 9,

E‘iXsi(ti . —Zn:/ti X, dt’ < iE‘XSi(ti i) —
=1 =1

ti—1 i=1 ti—1

ti

X, dt’

3

< Z(tl — ti_l)S = (b — a)E y

i per tant les dues integrals sén lfmits de successions que tenen el mateix limit en L', o sigui, sén
la mateixa variable aleatoria.
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5.

Propietats relatives a les lleis

5.1 Introduccid

En aquest capitol considerem els procesos estocdsticos com variables aleatories valuades a
I’espai de trajectories, dotat de la o-algebra producte:

Q— S RR'

w— X (w)

La llei del procés ve determinada per les lleis dels vectors finito-dimensionals (X, ,..., X, ),
i en general és necessari especificar el sistema complet d’aquestes lleis per tenir especificada la llei
del procés. De vegades, sota alguna hipotesi addicional, és suficient especificar les lleis fins a una
certa dimensié. Per exemple, hem vist al parlar del procés de Wiener al Capitol 2 que la condicié
d’increments independents ens permet especificar simplement les lleis de les diferencies Wy — W
(essencialment, aix0 és especificar les lleis dels vectors 2-dimensionals (W3, Wy)). En general, per
als anomenats processos de Markov, que ja definirem després (la propietat d’increments indepen-
dents implica la propietat de Markov), les lleis dels vectors 2-dimensionals determinen la llei del
procés.

De fet, bona part de la teoria de processos estocastics s’ocupa del que pot deduir-se de les
lleis 2-dimensionals o alguns dels seus elements. Concretament, si X és un procés de L2, pot
definir-se la funcié de covariancia, i estudiar el procés prenent aquesta funcié com a tnica dada.
Que puguin obtenir-se aixi un bon nombre de resultats interessants és degut al fet que la imatge
de la aplicacié RT — L? queda caracteritzada per la funcié de covariancies llevat d’isomorfisme
d’espais de Hilbert:

Si{X}, t € R}i{X?, t € R} son processos estocastics definits en sengles espais de probabilitat
(Q1,51,P1) i (22,82, P2), de L? i amb la mateixa funcié de covariancia, aleshores existeixen
subespais tancats M; C L?(Q1, 81, P1) i My C L?(Qy,F2, P») i una isometria ¢: M; — Mo tal que
per atott € R

X} e My, X? €M, iop(X})=X}.

Els metodes hilbertians poden per tant aplicar-se a aquest estudi, que s’anomena teoria de la
correlacié. La teoria de segon ordre s’ocupa de I'estudi dels processos a partir del sistema complet
de lleis bidimensionals.

5.2 Algunes propietats de les lleis

Determinades propietats de les lleis tenen nom propi pel seu interes. Aixo porta a classificar
diverses classes de processos atenent només a llurs lleis. Vegem alguns d’aquests noms propis:
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5.2.1 Definicions

1)

2)

Un procés és gaussia si totes les lleis en dimensié finita sén gaussianes (degenerades o no). A
primera vista sembla un tipus molt particular de procés, pero és fonamental en les aplicacions.

Un procés X té increments independents del passat si
Vs <t, X; — X és independent de {X,., r < s} .

Quan parlem simplement de increments independents entendrem que X; — X és independent
de X, — X, peratotsu <r<s<t
Ambdues propietats sén quasi equivalents. (Ho sén si per exemple la variable X és constant.)

Un procés X té increments incorrelacionats si és de L? i
COV[,X't2 — Xt17Xt4 — Xt3] =0 5

per a tots t; < ty < t3 < t4. També se’ls anomena processos amb increments independents
en sentit ampli.

Un procés X té increments ortogonals si té increments incorrelacionats i totes les variables
sén centrades. El fet que E[X;] = 0 per a tot ¢ implica que la incorrelacié és equivalent a
I'ortogonalitat a ’espai de Hilbert L?2.

Un procés X és estacionari si per a tot h > 0 i per a tot n, la llei de (X4, ,..., X, ) coincideix
amb la llei de (X¢, +h,-..,Xt,+n). La estacionarietat reflecteix constancia en les condicions
del medi en que evoluciona el fenomen que s’intenta representar.

Un procés és estacionari en sentit ampli si és de L? i les esperances i la funcié de covariancia
sén invariants per trasllaciéo A > 0 dels seus arguments. Dit d’una altra manera, si la funcié
de mitjanes és constant i la funcié de covariancia K (¢, s) depén només de la diferéncia ¢t — s.

Un proces X té increments estacionaris si la llei de (X, — Xy, ..., Xt, — Xy,) és invariant
per suma de h > 0 a tots els subindexos. També queda reflectida una certa invariancia del
medi perd no de manera tan restrictiva com amb els processos estacionaris.

També s’anomena, especialment en la teoria de processos de Markov, procés temporalment
homogeni.

5.2.2 Proposicié

a) Increments independents i L? = increments incorrelacionats.

Si el procés és gaussia, el reciproc també és cert.

b) FEstacionari = increments estacionaris.

c) Si el procés és de L?, aleshores: Estacionari = estacionari en sentit ampli.

Si és gaussia, el reciproc també és cert.

Demostracio: a, bila primera part de ¢ sén obvis. Per a I'tltima part de ¢ només cal recordar que
la llei de un vector gaussia (X, ,..., X, ) queda determinada pel vector de mitjanes i la matriu
de covariancies.

5.2.3 Exemples
Els processos de Wiener i de Poisson tenen increments independents i estacionaris. Pero no sén

processos estacionaris.

El procés de Wiener estandard es pot definir de diverses maneres equivalents:

5.2.4 Proposicié
Les propietats segiients son equivalents i defineizen el procés de Wiener estandard W :

a) W té increments independents, Wo =0 ¢.s. i Wy — W5 ~ N(0,t —s), si s < t.
b) W és gaussia, Wo =0 ¢q.s. i Wy — Wy~ N(0,t—s), si s <t

c) W és gaussia, la seva funcié de mitjanes és m(t) = 0 ¢ la seva funcid de covariancia és

K(s,t) = sAt.
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5.3

5.3.1

Demostracid: Ja vam veure que a) defineix el procés de Wiener estandard. Vegem ’equivaléncia
dels tres enunciats:

c)=a)ibd):
Siguin t; < to < t3 < t4. Usant m(t) = 0, obtenim
COV[Wt2 - Wt17Wt4 - Wt3] = E[(WtQ - th)(Wt4 - Wts)]
= E[W;,Wy,| — E[Wy, Wi, | — E[Wy, Wi, | + E[W,, Wy, ]
=ty —to—1t1+t1=0.
Per tant, els increments sén incorrelacionats. Com que W és gaussia, els increments sén indepen-
dents.

Tenim també que
EWZ=0A0=0=W =0, qs.

Finalment, com que (W, W) té llei gaussiana, W; — W, també té llei gaussiana. A més,

m(t) =0 = E[W, — W,] =0

i, si s < ¢,
E[(W; — W) =E[W2 - 2W W, + W2 =t —2s+s=t—s5 .
a) = c):

Sabem que les propietats de a) caracteritzen el procés de Wiener estandard. Per tant, les
lleis dels vectors (W, , ..., Wy, ) sén gaussianes, amb vector de mitjanes zero. A més, la matriu de
covariancies de (Ws, W;), si s < t, és (Z j) Per tant, K(t,s) = E[W,W;] = s =sAt.

b) = ¢):
W; ~ N(0,t) = m(t) = 0.
Sis < t,

t —s=E[(W; = W,)?] = E[W?] + E[W2] - 2E[W,W,] =t + s — 2K(t,s) ,

d’on K(t,s)=s=sAt. g

Relacions de dependéncia entre variables

Un altre tipus de questions que poden plantejar-se sobre les lleis sén les relacions d’independeéncia
i dependeéncia entre les variables aleatories que formen el procés. Com ja hem comentat al Capitol
1, els casos interessants de processos estocastics sén aquells en que ’atzar intervé d’alguna manera
en cada instant, pero a la vegada el passat del procés influeix també.

Que vol dir influencia del passat? En principi, cada variable X; del procés té una certa llei.
Perd, excepte en la situacié (poc interessant) en qué totes les variables sén independents entre
si, el coneixement dels valors que han pres altres variables en instants anteriors (o posteriors) a
t modifica el que podem esperar de la variable X;. Aquesta modificacié és el que formalitzem
amb les probabilitats condicionades. Si s; < -+ < s, < t i suposem conegudes les variables
Xs,,..., X, , el que interessa de X; és la seva llei condicionada a aquestes variables:

P(Xe€B/x ... Xx,), BeBR).

La dependéncia markoviana és aquella en la que tota la informacié de que hom disposa sobre
el passat es pot resumir en la informacié que conté la tultima de les variables del passat que hem
observat:

Definicio
Un procés estocastic {X;, t € R*} és un procés de Markov si

P(Xt € B/X517...,X5n) = P(Xt € B/Xsn) ’
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per atots 51 < --- < s, <t, i BeBR). g

Els processos de Markov venen a ser I'analeg aleatori del que passa amb els sistemes deter-
ministes governats per una equacié diferencial ordinaria amb solucié tnica: Un valor donat en
un instant de temps determina el sistema en instants posteriors; no es necessita cap informacio
sobre l'estat del sistema anteriorment. De fet, també el passat queda determinat, i aqui succeeix
el mateix: Sit<s, <--- < sq,

P(XieB/x X,,)=P(Xt€B/x ).

Spy vt

El concepte de procés de Markov pot formular-se de molt diverses maneres, i es pot generalitzar
fent-hi intervenir una filtracié de o-algebres, pero la idea que cal tenir en ment és 1’expressada
aqui.

Un altre tipus fonamental de dependencia, molt important en Calcul Estocastic, és la de-
pendencia de martingala.

5.3.2 Definicidé

Un procés estocastic {Xy, t € RT} és una martingala (respectivament, una submartingala, una
supermartingala) si és de L' i

E [Xt/XS] =X (resp. E [Xt/XS] > X, E [Xt/XS] < Xs)
per atots s <t.

Com en el cas dels processos de Markov, el concepte de martingala es pot fer més general
introduint-hi filtracions.

5.3.3 Observacio

La propietat de Markov no implica la propietat de martingala, ni tampoc a l'inrevés, malgrat que
un geni de casa nostra va escriure a la Gran Enciclopedia Catalana:

« martingala: Procés estocastic de Markov que ... » O

5.3.4 Exemples

1) El procés de Wiener és una martingala: Usant la propietat d’increments independents, si
s <1,
EWi/w,] - W, =E Wi =Ws/p] =EBW, - W.,]=0.

2) El procés de Poisson no és una martingala: Si s < ¢,
E [Nt/Ns] — N, =E [Nt =Ns/N ] =E[N; — N,] = A(t—s) .

3) Sigui N un procés de Poisson de variancia A. Definim N; = N; — At, que s’anomena procés
de Poisson compensat, i si que és una martingala:

E[N/§] - No=E[Ni = No/§ ] =B[N, — N,] = B[N, — NJ] — (M — As) = 0. 7

Draft Version: 2002/5/17. A. Alabert and M. Farré



Propietats relatives a les lleis 33

Els processos de Wiener i de Poisson sén de Markov. De fet, tenim el resultat segiient:

5.3.5 Proposicié
Increments independents = Markov.

Demostracio: Siguin X un procés amb increments independents, i s1 < --- < s, < t. Sigui Y una
variable aleatoria independent de (X, ..., X, ). Demostrarem que si A € B(R?), aleshores

P{(Y, Xs,) € A/XSN.”’XSn} = P{(Y, Xs,) € A/Xsn} . (5.3.1)
Aixo implicara en particular que
p{Y+Xsn € B/Xsl,---,Xsn} :p{Y+XSn € B/Xsn} ,

per a tot B € B(R). Prenent Y = X; — X, , haurem demostrat la propietat de Markov.
Considerem la colleccié de conjunts

¢={AecBR?: (53.1) és cert} .

Comprovarem que € és una classe monotona i que conté els rectangles A = A! x A2, El Teorema
de les Classes Monotones ens donara llavors que € = B(R?).

o0
1) € és classe monotona: Sigui {A,,},» C € una successié creixent i A = U ) A,,. Aleshores,
m=

P{(Y, Xs,) € Am/x X, } =B [LMorxaeany /X, . X, b

S1yc vy

que convergeix a
E[l{vx.)ear/x,, ..., X, }

per la propietat de convergencia monotona de les esperances condicionades. El mateix passa
quan condicionem només a X, , i s'obté que A € €. Amb el mateix argument es demostra
que la interseccié d’una successio decreixent de conjunts de € és de €.

2) € conté els rectangles Al x A%

pYeAl, X, e Ay x }=E[lyeaylx,eay/x, .. X, }

=1x, eay E[Mveay/x, . X, } = lix, ean P{Y € A"}

Ss19 - -

I el resultat és el mateix quan comencem condicionant només per X .

O
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6.

6.1

Propietats amb probabilitat 1

Continuem pensant el procés estocistic com una variable aleatoria X:Q — R¥" . Necessitem
un apartat previ per definir els conceptes de modificacié d'un procés i de indistingibilitat entre
processos.

Modificacions i indistingibilitat

Suposem que tenim dos processos X i Y definits sobre el mateix espai de probabilitat, i
suposem que tenen també la mateixa llei. Es clar que X i Y poden ser molt diferents com a
aplicaci6é 0 — RE" . Per exemple, si X; sén variables uniformes en [0, 1] i independents entre si, i
definim Y; = 1 — X, aleshores X i Y tenen la mateixa llei, i en canvi P{X; = Y;} = 0 per a tot t.

Anem a definir dues relacions més fortes que la mera igualtat en llei.

6.1.1 Definicidé

Siguin X i Y dos processos definits en un mateix espai de probabilitat (Q2,§, P). Diem que Y és
una modificacié o una versio de X si

VteRY ) Plw: Xi(w)=Yi(w)}=1. o

Evidentment, dos processos que sén modificacié I'un de l'altre tenen la mateixa llei. El
reciproc no és cert, com mostra I’exemple anterior.

6.1.2 Definicid

Siguin X i Y dos processos definits en un mateix espai de probabilitat (2,§, P). Diem que Y és
indistingible de X si el conjunt

{w: Xi(w) =Y (w), Vt eRT} (6.1.1)

inclou un conjunt de probabilitat 1.
(La idea intuitiva és que P{w : X;(w) = Yi(w), Vt € RT} = 1, perd si ho escrivim aix{ estem
exigint que el conjunt (6.1.1) sigui mesurable, i aix0 no cal.)

Clarament, dos processos indistingibles sén modificacié 'un de ’altre. El reciproc no és cert,
perque el conjunt
N {w: Xi(w) =Yi(w)}

teRT

no té perque tenir probabilitat 1.

6.1.3 Exemple

Siguin @ = R*, § = B(R"), i P una probabilitat absolutament continua respecte la mesura de
Lebesgue.
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6.2

Sigui X el procés identicament nul. Sigui Y el procés definit per
0, sit#w
Yt(w)_{ 1, sit=w.
Clarament sén versions l'un de 'altre, pero totes les trajectories sén diferents. Per tant, no sén
indistingibles.
En particular, veiem en aquest exemple que un procés pot tenir totes les trajectories continues i
en canvi una modificacié seva tenir totes les trajectories discontinues.

Existéncia de processos amb una determinada propietat trajectorial

Sigui I' C RE" La qliestio segiient no té gaire sentit: Donat un procés, definit en un cert espai
(Q,3, P), determinar, usant només com a informacié la llei del procés, si P{X € '} =1 o no. En
efecte, amb la sola informacié de les lleis, no sabem practicament res de les trajectories d’un procés.
Amés, siT ¢ B(R)E (per exemple, si T és el conjunt de totes les funcions continues RT — R) no
podem contestar la preguntar passant per la llei px (i.e., no té sentit escriure P{X € I'} = ux (I),
encara que el terme de esquerra si pot estar ben definit).

En canvi, si que tenen sentit les preguntes seglients:

(a) Donada una llei en (RR+,%(R)R+), determinar si existeix algun procés estocastic X amb
aquesta llei tal que P{X € T'} = 1.

(b) Donat un procés X, determinar, a partir de la llei del procés, si existeix una modificacié X
de X tal que P{X €T} =1.

Respecte la pregunta (a), tenim el segiient teorema:

6.2.1 Teorema

Sigui pu una probabilitat en (RE" | B(R)E").

Sigui I C RE".

Aleshores, existeix un procés X amb llei p tal que P{X € T} =1 si i només si p*(T') =1, on p*
és la mesura exterior determinada per .

Demostracio: Recordem que la mesura exterior associada a p esta definida per

p*(B) =inf{u(A): BC A, AcBR)F}, BcCRF .
Si P{X €T} =1, esta clar que la condici6 donada s’ha de satisfer. Només cal veure que aquesta
condici6 també és suficient. El que farem és construir un espai de probabilitat (€2, §, P) i un procés
X adequats, que seran “canonics” per aquesta situacié donada.

Posem Q:=T1i§ := %(R)]‘R; .—={ACT: A=BnT, BeB(R)EF }. Es facil veure que §
és en efecte una o-algebra.

Definim X (w) = w(t).

Finalment, construim P: Si A = BNT, posem P(A) = u(B). Hem de comprovar que P esta
ben definida. Suposem que A = By NT' = B, NI'. Aleshores, I C RR" — ((31 — By)U(By — Bl)).
Per hipotesi, M(RR+ - ((Bl — By)U(By — Bl))) =1, don ,u((Bl — By) U(Bsy — Bl)) =0, i per tant
u(B1) = u(Ba), ila definicié de P és consistent. Es comprova també facilment que P és en efecte
una probabilitat. (A més, és la tnica probabilitat complint P(BNT) = u(B), VB € %(R)Iﬁj7
perque coincideixen sobre tot mesurable contingut a I'.

Per acabar el teorema, hem de veure que la llei del procés que hem construit coincideix amb
o

P{lwel: (X3, (w),...,X:, (w)) € B} = P(I‘ N{z e RE" . (z(t1),...,x(tn)) € B})

=z eR* ¢ (x(t1),....x(tn)) € BY) = p,....(B) . o

6.2.2 Observacio

En el Teorema 6.2.1 hem demostrat de fet que existeix un procés tal que totes les seves trajectories
pertanyen a I'. Hem construit un “procés canonic” X en un “espai canonic” (T, §, P), de manera
que totes les trajectories sén del conjunt I' C %(R)R+. O
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6.3 Processos continus

Una de les propietats trajectorials més interessants en un procés és la continuitat. Denotarem
per C(R™) el conjunt de totes les funcions continues RT — R.

6.3.1 Definicié
Un procés estocastic X és continu (resp. continu q.s.) si totes les seves trajectories sén funcions

continues (resp. totes les seves trajectories X (w) sé6n funcions continues excepte potser per w € N,
amb P(N) =0.)

6.3.2 Teorema
Sigui pu una probabilitat en (RE" | B(R)E").
Suposem que per a cada T > 0, existeizen o >0, r >0 i K > 0 tals que

/ 16i(@) — 8u(@)]” () S Kt — s VO<s<t<T (6.3.1)
RR

Aleshores C(R™T) té mesura exterior 1.

Encara més: Té mesura exterior 1 el conjunt de trajectories Holder-continues amb exponent v <
a/r en tot interval acotat. Amb precisid: Sigui Holder() el conjunt de funcions x tal que VT > 0,
de > 0 (depenent de x) complint

|£C(t) —.’E(S)| <c: |t_ s|’Y ) vt,S € [OvT] .

Aleshores, té mesura exterior 1 el conjunt ﬂ/ Holder(y). g
y<a/r

Aquest teorema, juntament amb el Teorema 6.2.1, ens déna l'existéncia d’un espai de pro-
babilitat (£2,§, P) i un procés X amb la llei donada tal que totes les trajectories del procés sén
continues. Per tant, podem dir obviament que

Plwo: X(w)e CRN)}=1,

encara que no podem dir 4(C(RT)) = 1, perquée C(RT) & B(R)F" .

Es pot demostrar quelcom més fort: Si tenim donat un procés X sobre un espai qualsevol
(Q,3, P) tal que la seva llei u compleixi una condicié similar a (6.3.1), aleshores existeix una
modificacié de X amb totes les trajectories continues. Aix0 és el que afirma el teorema segiient,

conegut com a Criteri de Continuitat de Kolmogorov. Es un resultat en la direcci6 de la pregunta
(b), per al cas T' = C'(R™).

6.3.3 Teorema
Sigui X un procés estocastic definit en un cert espai de probabilitat (Q,F, P).
Suposem que per a cada T > 0, existeizen o > 0, r > 0 7 K > 0 tals que

E[IX; - X< K|t —s)'T | YO<s<t<T

Aleshores ezisteiz una modificacid X de X amb totes les trajectories continues.
Encara més: Existeiz una modificacié X amb totes les trajectories Holder-continues amb exponent
v < a/r en tot interval acotat. (Vw, X (w) € ﬂ/ Holder(v).)

y<a/r

Demostracid: Vegem primer que un procés X satisfent (6.3.1) és continu en probabilitat: Per la
desigualtat de Txebixev,

P{X; - X, >e}<e"E|X; - X,|"<e K|t — 5| ——— 0.
[t—s]—0
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Suposem de moment que T' = 1, per simplificar. Per a cada n € N, sigui D,, := {0,27",2-
27" 3.27" ...,1} (la anomenada particié diadica d’ordre n de [0,1]). Fixem n € N, k €
{1,...,2"},i0 <y <a/r.

P{IX(j—1y2-n — Xpa-n| > 27"} < K2mmpn(te) = fomn(tra=r)
Definim A,, := {k_r?ax2 | X(k—1)2-n — Xgo-n| > 2777} € §. Tenim que

on
2"1
P(A,) = P(kL_Jl {1 X (k—1)2-n — Xpo-n| > Tm}) < ZP{|X(,€_1)27” — Xjg-n| >27"7}
B k=1
< 2n}(27n(1+a77r)::}(27n(a77r).

Sumant aquestes probabilitats,

i P(A,) < K i g7 ne=m) < oo
n=1

n=1
i el Lema de Borel-Cantelli ens assegura que la probabilitat de B := lim,_c A, = Or?l EJO A,
m=1n=m
és zero. Equivalentment, la probabilitat de B¢ = Dle A A¢ és 1. Notem que els elements de B¢
m=1ln=m
s6n aquells w pels quals existeix un mg(w) tal que

m > mo(w) = ,max | X (k—1)2-m (W) = Xpo-m ()] <277} . (6.3.2)

yeeey

Vegem ara que si m > n > mg(w), aleshores per a tots s,t € D,, tals que |s —¢] < 27" es
compleix
m
Xi(w) = Xo(w)| <2 > 279 (6.3.3) .
j=n+1
Ho veurem per induccié sobre m. Si m = n + 1, aleshores forgosament s i ¢ sén punts consecutius
de Dy41. Per tant, s = (k — 1)2"T1 i ¢t = k2""1 per un cert k, i segons (6.3.2),

X1 (w) — Xs(w)] <2707 < 2. 270Dy

Vegem-ho per m suposant-ho cert per m — 1. Siguin s := min{u € Dy,—1 : u > s} ity =
max{u € Dy,—1: u < t}. Aleshores
1Xs (W) = Xe(w)] < X, (w) = Xs(w)] + [ X, (w) = Xy ()] + [ Xy (w) — Xe(w)] - (6.3.4)

En el primer i tercer sumands tenim dos punts consecutius de D,,. Pel segon sumand, apliquem
la hipotesi d’induccié. Obtenim que (6.3.4) és més petit o igual que

m—1 m
27" 4 9 Z 27T 4 97 = 92 Z 297 |
j=n+1 j=n+1

Sigui D := U D,,. Fixem w € B¢, i sigui mg(w) el natural definit abans.
n
Siguin s,t € D tals que 0 < |s — t| < 27™0(«) Existira un cert n > mq(w) tal que
2~ s —t] < 27 g 27 Mo
Prenem m > n tal que s,t € D,,. Sabem que en aquesta situaci6 es compleix (6.3.3) i per tant
també

oo
_ 2 —(n+1
| X (w) — Xy(w)] <2 Z 9=V — ﬁ2 (n+1)y Kl|s—t|7,
j=n+1
on K és una constant que no depen de s it. Hem vist doncs que la condicié de Holder continuitat
de ’enunciat es compleix sobre el conjunt de tots els punts diadics D.

Ara anem a definir la versié de X que complira I’enunciat:

1) Siw és del conjunt de probabilitat zero B, posem X(w) =0.
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6.4

2) Siw € B¢, definim X de la manera segiient: Sigui {d,},, C D una successié de punts diadics
convergint a t. Aleshores posem

Xt(w) = lim Xy (w) .

n—oo

Per acabar la demostracié només ens cal veure que la definicié de X; no depen de la successié
{d,}» counsiderada, que X és una versié de X i que X és un procés continu amb la propietat de
Holder de ’enunciat.

Sabem que X és continu sobre D. Per tant, si d, —— t, la successié {Xg4, (w)}n és de

n—oo
Cauchy en R, i per tant té limit. Siguin {d,}, i {d},}, dues successions que convergeixen a t.
Definim o
g - { dn, sin imparell.
" d), sin parell.

El limit de {Xg»(w)}, també existira i haura de coincidir amb el de les parcials {Xg (w)}, i
{Xa (W) }n. Per tant, lim Xy (w) = lim Xg»(w).

Vegem que X és una versié de X: Sit € D, P{X, = Xt} > P(B¢) = 1. Suposem que t ¢ D.
Sigui {d,,}» C D tal que d,, —— t. Com que X és continu en probabilitat, existird una parcial

n—oo
{dnk}k' tal que ‘
Xa,, —— Xi,
ko koo
és a dir, tenim aquesta covergencia per a tot w € A, amb P(A) = 1. Pero, per a tot w € B¢ sabem
que

Xa, (w) LN Xt(w) .

n
k k—oo

Per tant, si w € AN B¢, que és un conjunt de probabilitat 1, obtenim X;(w) = X;(w).
Finalment, la continuitat és obvia per construccié. g

L’espai canonic per a processos continus

Suposem ara que tenim un procés X definit en un espai de probabilitat qualsevol (€2, §, P) to-
tes les trajectories del qual sén funcions continues. En lloc de I’espai de trajectories (R]R+ , %(R)]W)
ens agradaria prendre com a espai de trajectories el conjunt C'(R™) de totes les funcions continues
R* — R, amb una o-algebra adequada per tal que X:Q — C(R™) sigui mesurable, i poder parlar
de la llei del procés com una probabilitat en aquest espai més petit. Estudiarem primer 1’espai
topologic C'(R™). Per simplificar notacié escriurem C := C(R™").

La topologia natural en C és la de la “convergencia uniforme sobre acotats”. S’anomena aixi
perqueé una successié {x,}, d’elements de C' convergeix a x en aquesta topologia si i només si
Zp convergeix uniformement a z sobre [0, 7], per a tot T. Una manera de donar la topologia és
especificar un sistema fonamental d’entorns (una colleccié de conjunts tal que tot entorn d’un
punt inclou un dels conjunts de la colleccid):

Viore = {x . sup |z(t) —2Y()| < 5} (6.4.1)

0<t<T

variant 29, T, €. Es a dir, com a sistema fonamental d’entorns prenem les boles en els espais de
Banach (C([O,TD7 | - "oo)
Aquesta topologia és metritzable mitjangant la distancia

o S |z(t) — 2’ (¢)]
d "N L otn
(z,2) Zan sup |z(t) — 2/ (t)] ’
n=1 otn
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o també la distancia

d(z,2') = Z 2% sup (|lz(t) —2'(t)| A1) .

0<t<n
L’espai resultant és poloneés (métric, separable i complet).

Sobre C' podem considerar dues o-algebres de manera natural. Per una banda, podem con-
siderar B(C), la o-algebra dels borelians relativa a la topologia donada. Per altra banda, podem
construir una o-algebra en C' pel procediment que ja hem emprat en el Teorema 6.2.1: La traga
de B(R)E" per C, que és

+ +
BR);, ={A4: A=BnC, BeBR)" }.

Resulta que aquestes dues o-algebres sén la mateixa:

6.4.1 Proposicié

FEls espais mesurables (C, %(R)]le) i (C,B(C)) coincideizen.

Demostracidé: Considerem en RE' la o-algebra B(R)E" v ¢{C} (la més petita que conté tots els
conjunts de %(R)R+ iel conjunt C). Dit d’una altra manera, és la més petita o-algebra que fa
mesurables les projeccions d;(z) = x(¢) 1 el conjunt C. Fent la traga per C, la o-algebra resultant
‘B(R)]Fg sera exactament la generada per les projeccions {d;, t > 0}, considerades com a funcions
C — R. Només cal comprovar, doncs, que o{d;, t = 0} = B(C).

L’aplicacié = +— d0;(x) és continua per a cada ¢ i per tant mesurable respecte B(C'). Tenim
doncs que o{d;, t = 0} C B(O).

Per a la inclusi6 reciproca: Per a cada z°, T ¢ fixats, podem posar el conjunt Vo1 de (6.4.1)
com

Veore = n§1 {x D0 (z) — 6:(20)] < e(1 - %)7 Yt € [0,T] OQ}

Cada conjunt d’aquesta unié numerable és de o{d;, ¢ > 0}, d’on la unié també, i la o-algebra
generada per aquests Vo r . estara inclosa en o{d;, ¢t > 0}. O sigui B(C) C o{d;, t 2 0}. [

6.4.2 Teorema

Sigui {pe, .. 1, ti € RY, n € N} una familia consistent de lleis en dimensid finita.
Suposem que per a cada T > 0 existeizen o > 0, r > 0, K > 0 tals que

/ ly — 2| psi(d(z,y) < K|t —s|'T* | YO<s<t<T . (6.4.2)
R2

Aleshores existeir una unica probabilitat p sobre (C,B(C)) tal que

w8t 1, (B)) = ptyot, (B)
VOt <--- <ty, VB e BR")

Demostracid: La unicitat ve del fet que B(C) = o{d:, t > 0}, procedint com en la demostracié
del Teorema de Daniell-Kolmogorov 1.5.2.

Vegem 'existencia: Existeix z/ en (RE™B(R)®") tinica determinada per la familia Byt -
Llavors, (6.4.2) implica (6.3.1) i C' té mesura exterior 1 en (RE", B(R)E", 1/).

1’ determina una probabilitat p al restringir-la a I’espai (C, %GR)]IRJ)’ definida per u(ANC) =

1/ (A), VA € B(R)E". Perd %(R)IFC* = B(C), segons el Teorema 6.4.1.

]R*)

Suposem que tenim un procés X definit en un espai de probabilitat (€2,§, P) i amb totes
les trajectories en C. Anem a veure que l'aplicacié X:{) — C és també mesurable respecte la
o-algebra B(C), i per tant es pot definir la seva llei com una probabilitat p en (C,B(C)):
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6.5

En efecte, si A € B(C), llavors A = BN C, per algun B € B(R)E" | i
XA =X'BnC)=X""B)nXHO)eF.
La llei en (C,B(C)) sera
u(A) = P(X~1(4)) = P(X"H(BNC)) = P(X 1 (B)NX(C)) = P(X~1(B)) = v(B) ,

on v és la llei considerada en (RR+ B(R)E"). Per tant, p és la tnica probabilitat sobre (C,B(C))
complint u(BNC) =v(B), VB € (R)R+.

Tot aquest raonament val també en general. Si X té trajectories en I', aleshores tot el
raonament val substituint C' i B(C) per I i ‘B(R)ﬁi

Processos continus per la dreta o per 1’esquerra

6.5.1 Definicié

Un procés estocastic X és continu per la dreta (resp. continu per l'esquerra), si totes les seves
trajectories sén funcions continues per la dreta (resp. continues per l'esquerra).
Abreviadament, en diem procés cad (continu a droite) i procés cag (continu & gauche). g

6.5.2 Definicié

Un procés estocastic X diem que és cadlag (resp. caglad) si totes les seves trajectories sén funcions
continues per la dreta amb limits per esquerra (resp. continues per l'esquerra amb limits per la
dreta).

cadlag és 'abreviatura de continu a droite avec des limites a gauche.

Naturalment, si quasi segurament totes les trajectories d’'un procés sén cad, cag, cadlag, etc.,
es diu que el procés té la propietat corresponent quasi segur.

6.5.3 Proposicié

Siguin X, Y dos processos q.s. cad o cag que som versions l'un de l'altre. Aleshores som indistin-
gibles.

Demostracié: Ho farem pel cas cad. Notem per QT el conjunt de tots els nombres racionals
positius. Per hipotesi, el conjunt

A= U {X, £Y,
r€Q+{ #Y.}

té probabilitat zero.

Sigui N € § el conjunt de probabilitat zero fora del qual les trajectories de X 1 Y sén continues
per la dreta.

Suposem que per algun w € Qi algun t € RT es té X;(w) # Y;(w). Aleshores existira r € QT
amb X, (w) # Y,.(w), perqué en cas contrari, aproximant-nos a ¢t per la dreta sobre racionals
arribariem a X;(w) = Y;(w). Conclusié:

{w: X;(w) # Yi(w) peraalgun t e R} C NUA |
i és per tant un conjunt de probabilitat zero.

Una condicié suficient per tal que un procés sigui mesurable ve donada per la proposicié
segiient,.

6.5.4 Proposicié

Sigui X un procés cad o cag. Aleshores, X €és un procés mesurable.
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Demostracié: Definim, per n € N, el procés

Cada sumand és un procés mesurable (es comprova facilment). Per altra banda, de la continuitat
per la dreta s’obté que, per a tot (t,w), lim X/'(w) = X;(w), i la proposici6 esta demostrada. g
n—oo

6.5.5 Proposicié

Sigui X un procés cad o cag adaptat a una certa filtracid {Ft, t € RT}. Aleshores, X és un procés
progressivament mesurable.

Demostracio: Es fa amb un argument semblant al de la proposicié anterior, veient que els processos
X™ sén progressivament mesurables.

MES.

CAD.

CAG.

PROG.

ADP.

A partir de la llei d’'un procés no es pot assegurar que sigui mesurable. Fins i tot pot ser que
no tingui cap versié mesurable.

6.5.6 Exemple

Sigui X = {X;, t € Rt} un procés tal que les variables X; sén independents idénticament
distribuides amb llei uniforme en [—1, 1]. Suposem que X té una versié mesurable, que denotarem
també per X.

Gracies a la mesurabilitat, estara ben definit el procés Y; := / X, ds, que té totes les trajectories

continues.

Suposem que Y; = 0 q.s., per a tot ¢. Aleshores, la funcié ¢ — Y;(w) sera idénticament zero sobre
els racionals, w-q.s. I per la continuitat de les trajectories, serd idénticament zero sobre tot RT,
w-q.s. Aixd implicaria que quasi per tot ¢ (respecte la mesura de Lebesgue), X;(w) = 0, w-q.s.
Aix0 contradiu la llei donada per a les variables X;.

Suposem, al contrari, que existeix un ¢ tal que P{Y; # 0} > 0. Aleshores tindrem E[Y}?] > 0. Perod

per altra banda,
E[Y?] = E[(/de)}: //XX dsdr}
// [X: X, |dsdr = = //1{S rdsdr=0,

que també és contradictori. Per tant, un procés amb la llei donada no pot tenir cap versié
mesurable.

Marginalment, esmentarem que, analogament al cas dels processos continus, es pot construir
un bon espai canonic per a processos cadlag. La convergencia uniforme sobre acotats a 1’espai
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D(RT) de funcions cadlag no és massa adequada, perque l'espai resultant no és separable. Es
defineix la topologia de Skorokhod en D(R™) mitjancant la segiient nocié de convergeéncia:
Una successié de funcions {z,}, C D(R*") convergeix a la funcié z si existeix una successi6
de funcions \,:RT — RT continues, bijectives, tals que |\, (t) — | —— 0 uniformement i
n—oo

|zn (A (t)) — 2(t)] —— 0 uniformement.
n—oo
Es pot demostrar que:
1) Existeix una metrica que indueix aquesta convergencia i que fa de D(R™) un espai polonés.

2) L’espai C(RT) de funcions continues, com a subspai de D(RT), hereda una topologia que
coincideix amb la de la convergencia uniforme sobre acotats.

3) La o-algebra dels borelians B(D(R™)) relativa a aquesta topologia coincideix amb la generada
per les projeccions d;. D’aqui es dedueix I’analeg a la Proposicié 6.4.1: Els espais mesurables
(D,%(R)]ﬁ;) i (D,%B(D)) coincideixen.

6.6 Propietats trajectorials del procés de Wiener

6.6.1 Proposicié

Sigui W un procés de Wiener. Aleshores existeix una modificacié de W que té totes a ﬂ/ Holder(y).
y<1/2

Demostracié: Recordem que si W és un procés de Wiener amb variancia o2, aleshores E|W; —
W,|?" = C,|t — s|™, per certa constant C,,. Prenem n = 2. Podrem aplicar el criteri de continuitat
de Kolmogorov amb r = 4, o = 1 per obtenir la continuitat i un exponent Holder 0 < v < 1/4.
Agafant en general » = 2n i & = n — 1, obtenim 0 < v < "2—’”1, i per tant les trajectories sén

Holder-continues amb exponent 0 < v < 1/2.

6.6.2 Definicié
Segons el Teorema 6.4.2, existeix una probabilitat p en (C,B(C)) tal que les seves lleis en dimensié
finita corresponen a les del procés de Wiener. L’espai de probabilitat (C,8B(C), 1) s’anomena espai
de Wiener, i u és la mesura de Wiener.

(C,B(C), 1) és lespai canonic per un procés de Wiener continu: Si prenem aquest mateix
espai com a (€, §, P), i definim W com la identitat, aleshores W és un procés de Wiener continu.

6.6.3 Observacio
Si W és un procés de Wiener comencant en zero, aleshores es pot prendre com a espai canonic
lespai (Co,B(Co), 1), on Cy representa 1'espai de funcions continues sobre R* que s’anullen en
zero. Tot el que hem fet per C' es pot fer per Cy. g

D’ara en endavant, quan parlem del procés de Wiener, suposarem que és continu, i el pensarem
com a aplicacié 2 — C.

6.6.4 Proposicié
Quasi sequrament, les trajectories d’un procés de Wiener W son no-diferenciables en cap punt.

Demostracid: Suposem per simplificar que estem parlant d’un procés de Wiener estandard. (Si no,
algunes de les quantitats que apareixeran vindran afectades per una constant, pero els arguments
no canvien.) Per k,n € N, siguin

Xk 1= max {|Wia-n — Wi_1y2-n |, Wis1y2-n — Wia—n |, [Wies2y2-n — Wigry2-n |}
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Les tres variables dins els valores absoluts sén independents i tenen la mateixa llei que 2~"/2W,

d’on
P{X, <c} = (P{W1] < 2/2})° < (2:27/2)°
i obtenim
n2™
P{Y, <e} <> P{Xnr <e} <n2"(2"?He)? .
k=0
Denotem

A:={we Q: W(w) té derivada en algun punt} .
Si W(w) és derivable en el punt ¢ i D és la seva derivada, aleshores existird 6 = §(¢,w) tal que

s =t <0 = [W(w) — Wi(w)| < (|D] +1)]s — t].
Existeix un ng = ng(t,w) tal que

n>t,
nzny=4 n>2(D|+1),
27" < 6/2.

Per a cada n > ng, triem k tal que k27" <t < k;nl. Aleshores |t —i2™"| < dperi=k—1,k k+
1,k + 2. Per tant,
Xor < (D] +1)2-27" < n2™" |

i en conseqiiéncia, com que k < 2"t < 2™n,
Y, <n2™".
Hem provat que w € A = w € A, :={Y,, < n27"}, per a tot n a partir d’un cert ny. Es a dir,

AClimA, .

n

Finalment,

P(A) < P(imA,) = P(U N Ag) = lim P( 0 Ay)

n n k> n—00 k>n

< lim P(A,) < lim n2"(2-2"2n27")3 =0. g

n—oo n—o0

6.6.5 Definicions
Donats una funci6 f: [a,b] — R iuna particié 7 = {a =tg < t1 < -+ < t, = b} de [a, b], s’anomena
variacié de f en [a,b] respecte la particié m a la quantitat

Via = (f) == Z |f(tiv1) = f()] -

titip1 €T

S’anomena variacié de f en [a,b] a la quantitat

Vi (f) = sup Z |f(tiv1) — f()]

T
ti,tip1€™

on 7 varia en el conjunt de totes les particions de [a, b].
Una funcié tal que Vi, 4 (f) < oo es diu que és de variacié acotada (o finita) en [a,b]. g

Tota funcié real de variable real amb variacié acotada en un interval [a, b] és derivable en [a, b]
excepte en un conjunt de mesura de Lebesgue zero. Per tant, com a conseqtiencia de la Proposicié
6.6.4, les trajectories del procés de Wiener son de variacié no-acotada en tot interval no degenerat
[a,b], quasi segur. Veurem que aix0 es dedueix també del fet que les trajectories tenen quasi segur
variacié quadratica no nulla (vegeu la Proposicié 6.6.10).
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La definicié de variacié quadratica que s’usa en Analisi és la que sembla natural: La variacié
quadratica de f en un interval [a, b] és

Ve g i=sup Y [f(tiga) = F(8)

™ titit1 €T

i en general es pot definir V¥ (variacié d’ordre k) de manera similar. No obstant, quan parlem de
variacié quadratica en la teoria de procesos estocastics no ens referim a aixo, sino al concepte que
definim tot seguit.

Denotarem per |7 := , Jax |ti+1 — t;] la norma d’una particié 7. Una succesié {m,}, de

particions de [a, b] diem que es refinant si 7, C m,41, Vn.

6.6.6 Definici6
Sigui {m,, }, una successié refinant de particions de [a, b] tal que lim |r,| = 0.
n—oo
S’anomena variacié quadratica de f:[a,b] — R al limit, si existeix i no depeén de la successié {7},
escollida,

Viay(f) = im Vir () = Jim Z |f(tiva) — f(8)° - o
titit1 €Ty

Per a funcions continues, es té que

Vie (f) := lim Y~ [f(tiza) — f(t)] |
n—oo
titiv1€ETH
si {m}, és qualsevol successié refinant amb lim |7, | = 0. Pero aixd no és cert per a la variacié
n—oo

quadratica.

6.6.7 Proposicié
Les trajectories d’un procés de Wiener estandard W tenen quasi sequr variacid quadratica igual a
la constant b — a en tot interval [a,b].

Pseudo-Demostracio: La idea de la demostracié d’aquest resultat és la segiient:

1) Agafar una successié refinant {m, }, de [a,b] amb lim |m,| =0 i veure que
n—oo

L lim V2 (W) =b—a.
2) Demostrar que
q.s.- lim Vi b (W)

existeix.

3) De 1) i2) s’obté que el limit quasi segur de V[i,b] (W) hadeserb—a. g

sTn

La manera eficient de demostrar la part 2) de la proposicié anterior requereix aprofondir
préviament en la teoria de martingales, i no ho farem aqui. Ens limitarem a demostrar la part
1), amb una petita ampliacié: Com és habitual quan es té convergencia en L? (o simplement en
probabilitat), si podem assegurar que la convergencia es prou rapida, s’obté també convergencia
quasi segura (via el Lema de Borel-Cantelli).

6.6.8 Proposicié
Sigui W un procés de Wiener estdndard. Sigui {my}, una successid refinant de particions de [a, ]
tal que lim |m,| = 0.
n—oo
Aleshores
L Tim Vi3, (W) =b—a.

n—oo

Draft Version: 2002/5/17. A. Alabert and M. Farré



46 Propietats amb probabilitat 1

Si, a més, es compleiz »_ |m,| < 0o, aleshores
n

g.s.- lim V[ab] W)y=b—a.

n—oo

Demostracié: Simplificarem la notacié posant

Aji=tip =t
W(A) = Wti+1 - W,
V2 Va ,b], 7Tn ) = Z W(A ?

titit1 €T

Usant la independencia d’increments del procés de Wiener i les propietats de la llei normal, tenim
que

E[(V? — (b—a)) ZE W(A;)? 72b—aZE +(b—a)?
fZAA +SZA2—2 —aZAJr —a)?

1#]

—SZA2+ZAA —(ZA) (ZA b—a)

i#]

=3> A7-> A7
% %
<2II7TnIIZA¢

= 2|7, |(b—a) —— 0.

Suposem ara que |r| —— 0. Denotem X,, = V2 — (b — a). Acabem de veure que E[X?] <

2|7n| (b — a), per a tot n. Per al desigualtat de Txebixev, si posem 4, := {|X,| > ¢},

E[X2 2 | (

Pel Lema de Borel-Cantelli, P( g n AC) =1. Esa dir, per a tot w en aquest conjunt de

n=1m=n
probabilitat 1, existeix n tal que si m > n, es té | X,,(w)| < ¢, 1 obtenim la convergencia quasi

segura.

6.6.9 Observacié
Si el procés de Wiener té variancia o2, aleshores la variacié quadratica en [a,b] és o2(b—a).

Ja hem raonat que les trajectories del procés de Wiener han de ser quasi segur de variacio
no-acotada. Vegem com es pot deduir aixo de la Proposicié 6.6.8.

6.6.10 Proposicio
Les trajectories d’un procés de Wiener estandard W tenen quasi sequr variacio no-acotada en tot
interval no degenerat [a, b].

Demostracio: En el conjunt {V}, (W) < oo}, tindrem

2

b—a= lim Z |Wti+1 _Wti

n—oo
titit1 €T

il WtLl Z |Wti+1 - Wti

titip1€EMTY

— W,

i

< lim  sup |V,

M=t tiy1€Tn

< V(W) lim  sup |17

O titit1€T

i+1

=0, qs.
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puix que les trajectories de W sén uniformement continues en [a,d], i la desigualtat és absurda.
Per tant, el conjunt {V},4(W) < oo} té probabilitat zero.

A més, el conjunt de probabilitat zero on la variacié si és acotada, no depén de l'interval [a, b]
escollit. En efecte, aixo és obviament cert si ens restringim a intervals amb extrems racionals.
Pero qualsevol interval obert és unié numerable d’intervals d’aquesta mena.
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7.

7.1

Integracio estocastica elemental

En aquest capitol volem donar sentit a I’expressio

/bf(t) dzy , (7.0.1)

on Z és un procés estocastic amb increments ortogonals, i f és una funcié d’un cert espai L2
a precisar. Aix0 és al que anomenarem la “integral estocastica elemental”. Un dels objectius
principals del curs és estendre aquesta integral al cas en que f és també un procés estocastic
(encara que especificant més Z). La integral estocastica elemental té interes independent en la
teoria dels processos estacionaris, com veurem a I’Apartat 7.2.

La manera que sembla logica i natural de definir ’expressié (7.0.1) seria: La integral es-
tocastica de f respecte el procés Z és la variable aleatoria

/f dZt /f dZy(w

Es a dir, per a cada trajectoria Z(w) del procés Z, considerar la integral ordinaria de f respecte
dZ(w). Aixd no funciona, perqué Z no té en general trajectories de variacié acotada, i no podriem
integrar funcions f prou generals. A I’Apartat 7.1 recordem certes nocions de teoria de la integracié
que justifiquen el que acabem de dir.

Integracié respecte mesures reals

Recordem algunes nocions de la teoria de la integracié de Lebesgue: Una mesura de Lebesgue—
Stieljes pv en (R,B(R)) és una mesura que déna valor finit a cada interval acotat. Una funcid
de distribucié és una funcié no-decreixent continua per la dreta. La relacié entre mesures de
Lebesgue—Stieljes i funcions de distribucié és la segiient:

Si p és una mesura de Lebesgue—Stieljes, aleshores tota funcié F' complint

F(b) - F(a) = u(ja,b) (7.1.1)

és una funcié de distribucié. Si dues funcions de distribucié satisfan (7.1.1), aleshores difereixen
en una constant. Per tant, si imposem que F(0) = 0, per exemple, hi ha una unica funcié F
complint (7.1.1).

Reciprocament, donada una funcié de distribucié F, la funcié de conjunt pu(]a,b]) = F(b) —
F(a) determina una mesura de Lebesgue-Stieljes en (R, B(R)).

Si p té funcié de distribucié F', de vegades s’escriu

/de /f ) |
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7.2

Una mesura real (o mesura signada) sobre (R,B(R)) és una funcié de conjunt p: B(R) — R
tal que per a tota familia numerable {B,,},, de conjunts disjunts dos a dos, es té

OBy =" ju(By) -

Tota mesura real p es pot posar com a diferencia de dues mesures positives A i v. Aquesta
representacié no és tnica: Si 7 és una altra mesura positiva, aleshores

pu=AN+717)—(v+71).
Pero hi ha una representacié minimal: S’obté posant

AA) = sup u(B)
BCA
on B varia en la colleccié de tots els borelians.
Les mesures A i v aix{ definides s’anomenen la variacié positiva i la variacié negativa de p,
respectivament. La mesura p = A + v s’anomena la variacié total de u. Si f és p-integrable,
aleshores es defineix la integral de f respecte de u com

b b b
[ tntan = [ roxan - [ s

Sabem que la mesures A i v tenen associades funcions de distribucié respectives F) i F),.
Associem a p la funcié F\ — F,, que sera, per definicid, la seva funcié de distribucié F,, (sera
continua per la dreta, perd no necessariament creixent). Aixi, podem denotar

b b b
/ﬂwm@:/mmw—/rwmm.

Per altra banda, la diferéncia de dues funcions creixents és una funcié de variacié acotada,
i reciprocament, tota funcié de variacié acotada és diferéncia de dues funcions creixents. D’aqui
que, per a tota funcié de variacié acotada «, es pot definir la integral respecte da

b
/ﬂMW)

per a tota funcié f que sigui integrable en [a, b] respecte la variacié total de « (si & = F\ — F,
aleshores la variacié total de o és F)\ + F),, o equivalentment, la mesura positiva, p = A + ).

L’espai LP([a, b], da) és el de les funcions de poténcia p integrable en [a, b] respecte la variacié
total de a.

En definitiva, integrar respecte de funcions de variacié acotada té sentit dins de la teoria

classica de la integral. Si 'integrand no és de variacié acotada, només podrem integrar funcions
prou regulars, pero no totes les que normalment interessa integrar.

Integral estocastica respecte processos amb increments ortogonals

7.2.1 Proposicié

Sigui {Z;, t € RT} un procés amb increments ortogonals, continu per la dreta en L? (i.e., E[|Z; —
Zs?] — 0 quan t \ s.
Aleshores existeiz una funcié de distribucié F tal que

F(b)— F(a) =E[|Zy — Za]?], 0<a<b. (7.2.1)
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Demostracié: Posem arbitrariament F(t) = 0, si t < 0, i definim F(t) = E[|Z; — Zo|?], si t > 0.
Llavors, si 0 < s < ¢,

F(t)=F(s) = El|Zi—20|"]~E[Zs— Zo|*] = E[[(Z:—Zs)+(Zs—20)|")-E[| Zs— Zo|*] = E[|Z:— Z,|] ,

usant la propietat d’increments ortogonals. Aixo demostra (7.2.1). F' és clarament no-decreixent
i continua per la dreta.

Observem que Z és continu en L? en el punt #g si i només si la funcié F és continua en t.

Volem definir la integral de f respecte Z en [a, b] per a tota funcié f de l'espai L?([a,b], dF).
Sigui S € L?([a,b],dF) el conjunt de totes les funcions f de la forma

n
t) = Z Cil]tiflyti] (t)
=1

a=ty <ty <--<t,=> (funcions “esglaonades”).

Per f € S definim
b n
/ f&)dZe = ci- (Z, — Zi,_,) -
@ i=1

Aquesta definicié és independent de la representacié particular de la funcié f (comprovacié facil
perd avorrida).

7.2.2 Proposicio
L’aplicacio

I: S c L*([a,b],dF) —— L?*(,§, P)

b
g [ s0)az
té les propietats seguients:
1) I(eifr +cafa) = all(f1) + c2I(f2).
2) E[I(f)]=0.
3) E / f@) F(t), i, en particular, preserva la norma: |1(f)|z2Q) = | flz2((a.b).aF) -

Demostracio:
(1) Immediat.

(2) Surt del fet que Z és un procés centrat.

(3) Representem f i g respecte la mateixa particid:

D= et
i=1

— Z dil]t,;_htvt] :
=1

Llavors,

E[I(NI0)] =B Y di(Z, = Zu) (2, — Z,.)

ij=1

= chd E t7¢_1)2] = Zczdl [F(t7) — F(tl_l)]

/f )D_
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7.2.3 Proposicié
El conjunt S és un subespai dens de L*([a,b],dF).

Sigui f € L?([a,b],dF), i sigui {f,}» C S una successi6 convergent a f en L*([a,b],dF).
Aquesta successié serd de Cauchy en L?([a,b],dF) i, per la propietat d’isometria (Proposicié
7.2.3, 3), la seva imatge {I(f,)}n sera de Cauchy en L?(f2), i per tant convergent.

7.2.4 Definicié
En la situacié anterior, es defineix la integral estocastica de f respecte Z en [a,b] com

b b
[ 10azi= i [ fuwdz . o

Per tal que la definicié tingui sentit, cal que sigui independent de la successié { f,, }, escollida.
Es pot comprovar que ho és.
Hem definit doncs un operador

I: L2([a,b], dF) —— L*()

I

7.2.5 Proposicié
L’operador integral estocastica I té les propietats 1), 2) i 3) de la Proposicid 7.2.2

Demostracié: Només cal veure que les esmentades propietats es conserven per pas al limit en
L?([a,b],dF): La linealitat és dbvia; la convergencia en LP implica la convergencia de les espe-
rances; per dltim, en tot espai de Hilbert, si x, — x 1 y, — vy, aleshores (z,,y,) — (x,y).

O

Hom pot considerar I'integral estocastica com un procés: Donats f € ﬂ+ L2([0,t],dF),i Z el
teR

procés amb increments ortogonals que defineix F', podem considerar el procés integral estocastica

{Yt - /tf(s)dZs, teR+} .
0

7.2.6 Proposicié
El procés integral estocastica té increments ortogonals.

Demostracio: En primer lloc, 'esperancga de tota integral estocastica és sempre zero. Per tant, el
procés integral estocastica és centrat. Clarament és de L2, per construccié.
Finalment, siguin ¢; < t9 < t3 < t4. Les variables aleatories

/t t Fydz, i /tt (1) dZ,

so6n independents perque depenen dels increments de Z sobre intervals disjunts. Per tant, I’esperanca
del seu producte és igual al producte de les esperances, que és zero.

L’enunciat segiient és una mena de Teorema de Radon-Nikodym per a la integral estocastica.

7.2.7 Proposicio
Sigui F' la funcié de distribucid associada al procés amb increments ortogonals Z. Siguin f €

0 L(0,1,dF) i i = /O £(s) dZ..
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Aleshores, el procés amb increments ortogonals Y té funcid de distribucid associada G(t) =

t
/ f2(s)dFy, i si g € L*([0,1],dG) és té
0

/Otg@ dY, = /0 FOLCI A

Demostracié: En primer lloc,

6= [ srare) =6 [( [ 142.)] =B -7

i per tant una funcié de distribuci6 associada al procés Y és aquesta G.
En segon lloc, I'expressié de la dreta té sentit: Si g és de L? respecte la mesura dG(t) =
t
f2(t) dF(t) en [0,¢], aleshores / g(5)%f(s)?dF(s) < oo, i resulta que g(s)f(s) és de L? en [0, 1]

respecte la mesura dF(t).

n
Finalment, veiem la igualtat. Suposem primer que g és esglaonada: g(t) = Zci L tia)
=1

Llavors,

3

Ci - (Y;% - }/751'71)

G+ </]til7ti] f(s) dZs)

(f, srswaz) = [ sz,

/ gls)av,

s
Il
—

=11

=1

I

i=1

En general, si {g,, }.m és una successié de funcions esglaonades que convergeix a g en L%([0,t], dG),
aleshores

t t t
[a@av.=rx tim [ gy =1 lin_ [ gu(5)f(5)d2.
0

m— 00 0 m— 00 0
que és igual a

/ g(s)/(s) 2,

perque {gm,, - f}m convergeix a g - f en L%([0,t],dF). p
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7.2.8 Observacions

1) Tot el que hem fet en aquest apartat val exactament igual per processos on l'espai de
parametres és qualsevol interval, infinit o no, de la recta real. Per exemple, si {Z;, t € R} és
un procés amb increments ortogonals, defineix una mesura sobre R amb funcié de distribucié

)

F(t) = { B[(Z = Z0)], s

t>0
~E[(Z— %)%, sit<0

NV

)

(en lloc de Z es pot posar qualsevol Zy,), i tot el que hem fet segueix essent valid.

2) Excepte en la tltima demostracié, no hem anat massa en compte al escriure els limits
d’integracié. Recordem que si « és una funcié de variacié acotada, perd no necessariament
continua, no és el mateix integrar sobre un interval [a, b] que sobre un interval ]a,b]. De fet,
hi ha quatre possibilitats:

da(t) = a(b) — ala)
Ja,b]

da(t) = a(d) — ala™)
[a,b]

/ da(t) = a(d™) — a(a)

Ja.b[

/ da(t) =ad™) —ala™) .
[a,b]

b
Per tant, quan hem escrit / ens referiem exactament a / .
a Ja,b]

De tota manera, per a la integral estocastica respecte a processos Z definits en RT i
continus per la dreta, es té

10,t] [0,¢]

Per que? g

7.3 Aplicacio als processos estacionaris en sentit ampli

Per comoditat, considerarem en aquest apartat processos definits en tota la recta real (¢t € R).

7.3.1 Definicié
Una funcié k:R x R — R es diu que és definida no-negativa si Vti,...,t, € R i per a tots

Z1,...,2n € C, es té
n

Z k(ti,tj)ziij 2 0. O

i,5=1

Tota funcié de covariancia d’un procés de L? és definida no-negativa, i tota funcié definida
no-negativa és la funcié de covariancia d’un procés de L2.

Recordem que per als processos estacionaris en sentit ampli X la funcié de covariancia k(¢, s)
depeén només de la diferencia t — s. Podem considerar-la doncs com una funcié d’una sola variable
k(t) = Cov[X¢, Xo]. Aquesta funcié és definida no-negativa, en el sentit que

n
Z k‘(tl —tj)ZiEj >0,

i,j=1

Draft Version: 2002/5/17. A. Alabert and M. Farré



Integracié estocastica elemental 55

per a tots t1,...,t, € R itots z1,...,2, € C.

7.3.2 Teorema de Bochner-Khinxin
Una condicio necessaria i suficient per tal que una funcid k:R — R sigui definida no-negativa €és
que existeizi una funcid de distribucic F' tal que

k(t) = /oo eNdF(N) . o

— 00

La funcié F' s’anomena funcio espectral. Si té densitat, de manera que podem escriure

Ky = [ engoan,

aleshores f és la densitat espectral.

El teorema de Bochner—Khinxin és un teorema de “representacio espectral” de funcions de
covariancia. A partir d’ell es pot demostrar una representacié espectral per als propis processos
estacionaris.

7.3.3 Teorema
Sigui { X, t € R} un procés estacionari en sentit ampli, centrat, amb funcié de covariancia k,
que es pot escriure com

k(t) = / T dF(\) ,

— 00
per certa funcio de distribucio F.
Aleshores, existeiz un procés {Zx, X\ € R}, amb increments ortogonals i

Bl(Zx, = Z3,)% = F(A2) = F(\1)

i tal que
X, = / "™ dz(\) .
R

El procés Z és unic llevat de constant additiva i indistingibilitat.
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8.

El moviment brownia

Aquest capitol és de lectura opcional dins el curs. Parlem aqui del fenomen fisic conegut com
a “moviment brownia” i la seva modelitzacié matematica, i motivem les “equacions diferencials
estocastiques” com a eina matematica per a I'estudi de I’evolucié de sistemes sota la influencia de
Iatzar.

Referencies que es fan en el text:

[Yeh]: Stochastic processes and the Wiener integral, Marcel Dekker, 1973.

[Einstein]: Uber die von molekular-kinetischen Theorie der Wirme gefoderte Bewegung von
in ruhenden Flissigkeiten suspendierten Teilchen, Annalen der Physik, 17, 1905.

[Nelson]: Dynamical theories of Brownian motion, Princeton University Press, 1967.

[Jou]: Mecanica estadistica i biologia molecular, Publicacions de la Universitat Autonoma de
Barcelona, 1989.

[Furth]: Investigations on the theory of the Brownian movement, by Albert Finstein, Dover,
1956.

[Wax|: Selected papers on noise and stochastic processes, Dover, 1954.

[Alabert-Delgado]: Una presentacid de les equacions diferencials estocdstiques, Butllet{ de la
Societat Catalana de Matematiques, 10, 1995.

8.1 Plantejament del problema

Considereu una petita particula (de diametre, posem, 1 micra) en suspensié dins un fluid. A
través d’un microscopi hom pot observar que la particula es mou de manera molt rapida i irregular
en totes direccions, i que aquest moviment no s’atura mai. Quan el fenomen va ser descrit per
primera vegada a principis del segle passat, diverses teories (equivocades) sorgiren per explicar-
ne les causes. Avui dia, amb l'existeéncia dels atoms fermament establerta, sabem que aquests
moviments “caotics” sén deguts al bombardeig intensiu de la particula per part de les molecules
del fluid que I'envolta. Sota condicions normals de pressié i temperatura, la particula suporta de
I'ordre de 10%! collisions moleculars per segon, cadascuna amb la seva propia direccié i energia.
Malgrat que cada collisié individual té un efecte inapreciable (les molécules s6n encara molt més
petites que la particula) la superposicié d’un tal nombre de xocs si produeix un efecte observable.

Es obvi que el calcul diferencial classic pot ajudar ben poc a 'estudi d’aquesta situacié. Que
es pot fer doncs per resoldre (almenys parcialment) el problema?

Per simplicitat, suposem que cap altre camp de forces, com podria ser la gravetat, interactua
amb el sistema que acabem de descriure, i normalitzem a 1 la massa de la particula. Només hi
ha aleshores dos origens de forces a considerar: Per una banda, la friccié dinamica sistematica
soferta per la particula en les seves trasllacions, i per laltra, les collisions moleculars irregulars,
negligibles individualment pero amb efecte macroscopic apreciable.
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8.2

Si oblidem per un moment aquesta tltima font de moviment, i notem per v(t) la velocitat a
I'instant t, la segona llei de Newton ens porta immediatament a ’equacié diferencial de primer

du(t)
{ AL ON (8.1.1)
v(0) = v

ordre

on la constant § es determina per a particules esferiques mitjangant la primera llei de Stokes:
B = 6mrn, essent r el radi de la particula i n el coeficient dinamic de viscositat del fluid (per
particules no esfériques cal canviar el factor 67 per un altre adequat).

Considerem la versié integral de 'equacié (8.1.1):

t+At
v(t + At) —v(t) = fﬂ/ v(s) ds (8.1.2)
: . 1.
v(0) = vo
Notem per M (t) 'increment de moment net guanyat per la particula degut a la segona font

de forces esmentada durant l'interval temporal [0,¢]. Tenint en compte aquesta funcié, (8.1.2)
canvia clarament a

t+AL
v(t + At) —v(t) = fﬂ/ v(s)ds + M(t+ At) — M(t)
v(0) = vg '

(8.1.3)

M (t) és una funcié desconeguda, pero si acceptem certes hipotesis fisiques sobre les forces que
representa, aquestes es traduiran en propietats matematiques (probabilistiques) de M. Concreta-
ment, suposem:

1) Les condicions de 'entorn (tals com pressié, temperatura, ... ) sén constants en el temps.

2) El bombardeig sofert per la particula durant un interval de temps donat és independent de
(aix0d és, no té relacid fisica amb) el sofert en intervals de temps anteriors.

3) L’acceleracié total fins a 'instant ¢ canvia continuament respecte de t.

Veurem a I’Apartat 8.2 com es pot construir un model matematic que representi aquestes
condicions. Deixant de banda la qiiestié de si 1, 2 i 3 s6n prou adequades al sistema que hem
descrit (aixd pot ser tema de molta discussié, especialment 2), el fet és que el model que s’en
deduira produeix resultats que s’ajusten forca bé a les observacions empiriques.

Construccio del model matematic

Comencem establint algunes relacions entre les propietats de continuitat, independéncia
d’increments, estacionarietat i gaussianitat d’un procés estocastic.

8.2.1 Proposicié

Sigui X = {X;, t € RT} un procés estocastic continu i amb increments independents del passat.
Aleshores, existeizen una funcié continua m:RT — R i una funcié continua no-decreizent
v:RT — R tals que Vs,t € RT, s < t, la variable aleatoria X; — X és gaussiana amb

E[X; — X =m(t) —m(s), Var[X;— X =v(t) —v(s) . (8.2.1)

Si, a més, X té increments estacionaris, aleshores aleshores m i v satisfan

m(t) = m(s) = - (t - s)
v(t) —v(s) = o - (t — )

per certes constants 1 € R i 02 € RT.

1 i 02 s’anomenen coeficient de deriva i coeficient de difusié respectivament.
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Demostracid: Vegeu en [Yeh], pag. 202 i 255 una demostracié molt detallada.

El reciproc és cert, en el sentit que donades les funcions m continua i v continua no-decreixent,
existeix un procés continu amb increments independents X satisfent les igualtats (8.2.1).

8.2.2 Observacions

1) Sota les hipotesis de continuitat i increments independents del passat, si a més Xy és una
variable gaussiana, llavors {X;, ¢ € RT} és un procés gaussia. (Per la proposicié anterior,
els increments sén gaussians, i al ser independents es dedueix que la llei de tot vector finit
dimensional és gaussiana, per canvi de variable.)

2) Suposem que X = {X;, t € RT} és un procés continu amb increments estacionaris i indepen-
dents del passat, amb Xy = = q.s. i amb coeficient de deriva pu = 0.
En aquest situacié, la llei de X sera gaussiana i X; — X5 ~ N(0,0%(t —s)). Per tant, es tracta
(vegeu el Capitol 5) d'un procés de Wiener de variancia 02 comencant en x. Si no imposem
que el coeficient de deriva sigui zero, es diu que tenim un procés de Wiener amb deriva p.

3) Finalment, si X és continu, amb increments estacionaris i independents del passat, Xo = 0
q.s. i p = 0, podrem escriure X = W, on W és un procés de Wiener standard comencant en
0.

[}

Podem donar ara una versié matematica precisa de les hipotesis fisiques sobre la funcié M (t)
de I"Apartat 8.1. Imaginarem, per simplificar, que el problema és unidimensional (la particula
es mou sobre una recta). De fet, sera evident de seguida que el problema real es pot estudiar
coordenada per coordenada.

Primer de tot, ens hem referit a M (¢) com una “funcié desconeguda”. Per tant, es pot pensar
de manera natural com un procés estocastic {M;, ¢t € RT} definit en algun espai de probabilitat
(2,5, P). El fet que les causes de les forces resumides en M; sén invariants en el temps (condicié
1) es modela imposant que la llei de M; — M, depengui només de la diferéncia t — s. En altres
paraules, el procés {M;, t € RT} ha de tenir increments estacionaris. La incorrelacié fisica
entre les forces que actuen en un interval donat i les que han actuat préviament (condicié 2)
significa que el procés ha de tenir increments independents del passat. Finalment, la condicié 3
de continuitat simplement es tradueix en qué {M;, t € RT} és un procés continu. Podem a més
imposar arbitrariament My = 0 quan comencem a comptar el temps. Segons la Proposicié 8.2.1
i les Observacions 8.2.2 (1 i 2), en aquesta situaci6 el procés ha de ser gaussia amb E[M;] = ut i
Var[M,] = o?t. La isotropia del medi en que es mou la particula (no hi ha cap direccié privilegiada
per les forces provinents dels xocs moleculars) la representem posant coeficient de deriva p = 0.

Segons la Observacié 8.2.2 (3), concloem que M; = oW, essent W un procés de Wiener
standard comencant en 0. Sobre el valor concret de ¢ hi tornarem a I’Apartat 8.3.

Sabem que les trajectories del procés de Wiener (i per tant també les de M) sén no-derivables
en cap punt. Per tant, és clar que a '’equacié (8.1.3) no podem dividir per At i prendre Alirilo
per arribar a una equacié diferencial ordinaria, parametritzada per w. Hem de quedar-nos amb la
forma integral

t
vy = vg — ﬁ/ vsds+ oWy . (8.2.2)
0

L’equacié (8.2.2), malgrat tot, es pot resoldre derivant-la formalment i aplicant técniques
elementals d’equacions diferencials ordinaries. La solucié que s’obté,

t
vy =e Pt (vo + 0‘/ W,ePs ds) ,
0
pot expressar-se, després d’integrar per parts, com

t
v = voe Pt 4+ oW, — Uﬁ/ Wae B9 dg , (8.2.3)
0
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que torna a tenir sentit rigords i es pot comprovar directament que satisfa (8.2.2). A partir de
la velocitat trobem aleshores la funcié que ens déna la posicié de la particula browniana en cada
instant:

t s
Ty = 0 + / {voef’gs + oW, — 0[3/ W,e P6=7) dr| ds . (8.2.4)
0 0

Els processos {z;, t € Rt} i {v;, t € R} reben el nom de procés de posicié i procés de
velocitat d’Ornstein—Uhlenbeck (vegeu el Capitol 2). No obstant, ’equacié (8.2.2) fou ja plantejada
per Langevin el 1908, i es coneix amb el seu nom. Les férmules (8.2.3) i (8.2.4) donen explicitament
les trajectories de = i v en funci6 de les de W, i a partir d’elles podem calcular la llei d’aquests
processos, que és en realitat la informacié tutil que busquem. Els processos x i v resulten ser
gaussians amb

E[v] = voe ™

2
COV[’l}t,’[}s] = ;_B(EQQ(t/\S) _ 1)67ﬁ(t+s)

(Y
Elzi] = zo + — (1 — )

g
2 2
Covizs, zs] = %(s At)+ ;—ﬂ?’ (—eiﬁ(t“) —eAltsl L 9(e7Fs 4Pt 1)) .

Hem pogut resoldre l'equacié (8.2.2) sense usar res més que els trucs habituals del calcul,
pero es tracta de fet d’un cas molt particular. La hipotesi d’isotropia del medi en I'espai i en el
temps ens ha portat a una expressié molt senzilla del procés {M;, t € RT} en termes del procés
de Wiener. El punt clau és que, encara que no tingui sentit parlar del diferencial dW; per a cap
trajectoria, en canvi si es pot donar un sentit evident a l’expressié fg dWs. Només cal definir
aquest simbol com W; — Wy, que no és més que el valor que s’obté mitjangant sumes de Riemann.
En general, si f; és una funcié (o un procés) de variacié fitada, i tenint en compte que W és

continu, hom pot definir
t
| gaw.
0

mitjangant sumes de Riemann per a cada valor del parametre w i el resultat coincideix amb el que
s’obtindria integrant formalment per parts:

t
ﬂm—mmi/M%,
0

on I'iltima integral té sentit com a integral de Riemann—Stieljes classica.

En situacions més generals pot passar molt bé que la influéncia d’una pertorbacié externa
a un sistema depengui del temps i de l'estat del sistema a cada instant. Si la magnitud de la
pertorbacié durant un interval de temps [s, ] ve donada per 'increment M (¢) — M (s) d’una funcié
M, freqiientment es pot modelar el sistema resultant mitjancant una equacié diferencial del tipus

da(t) = f(t,(t))dt + ot, 2(t) dM(t) , (8.2.5)

on dx(t) = f(t,z(t))dt és equaci6 corresponent al sistema sense pertorbar i g és una funcié que
representa la “sensitivitat” del sistema a la pertorbacié M.

Si M és coneguda i prou regular la situacié no té més complicacions que les habituals. Pero si
M representa una pertorbacié de magnitud desconeguda governada per certes lleis de probabilitat
(i per tant estem tractant amb un procés, i no pas amb una sola funcid), la situacié esdevé diferent.
La soluci6 de (8.2.5) sera aleshores també un procés estocastic i I'interés girard cap a l'estudi de
la llei del procés solucid, ja que el valor puntual z(t) ha deixat de ser abastable. Aquesta situacié
apareix en forces aplicacions de la fisica i d’altres camps diversos.
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8.3

La dificultat fonamental en aquests casos, quan M és un procés de Wiener, o qualsevol altre
amb trajectories igualment irregulars, rau en el fet que l'expressié (8.2.5) no té sentit, ni tan sols
si s’escriu en forma integral

¢ ¢
Ty = xg +/ f(s,zs)ds —|—/ o(s,xs) dWs | (8.2.6)
0 0

llevat que o sigui tan regular que suavitzi les irregularitats que z; hereda de Wy, com era el cas
de la particula browniana (o constant).
Cal doncs donar un sentit al simbol

/t o(s,zs)dWs (8.2.7)
0

de forma que es pugui interpretar com l'aportacié total de la pertorbacié aleatoria a I'estat del
sistema en l'interval [0, t].
La definicié de (8.2.7) donara sentit a I'equacié (8.2.6), que al seu torn s’escriu habitualment
(per conveni) com
dry = f(t,z) dt + o(t, xy) AWy . (8.2.8)

En tal situacié diem que tenim una equacié diferencial estocastica. (Aquesta terminologia és
deguda a Bernstein, 1934). L’equaci6 de Langevin (8.2.2) es pot expressar amb aquest formalisme
com

dvy = —Pusdt + o dWy . (8.2.9)

Formulacié completa de 1’equacié de Langevin

Fem aqui una petita digressio historica: Els moviments erratics de particules petites en un fluid
foren estudiats per primer cop pel botanic angles Robert Brown al voltant de 1827 (sembla haver-
hi també un treball anterior del neerlandeés Jan Ingenhousz, cap al 1785). Des d’aleshores, aquest
fenomen ha estat conegut amb el nom de moviment brownia. La primera descripcié matematica
del moviment brownia fou presentada per Albert Einstein [Einstein] el 1905 (vegeu [Nelson] per a
un breu resum de la historia del tema), qui proposa el procés de Wiener com a model matematic
per a les trajectories de les particules. Per cert, Einstein diu que no coneixia el treball de Brown,;
ell dedui l'existencia de moviments observables de les petites particules a través de raonaments
purament teorics, com a conseqiiencia de la teoria atomica. Avui dia, “moviment brownia” i
“procés de Wiener” s’usen com a sinonims.

Més tard, pero, el model d’Einstein va ser millorat per Ornstein i Uhlenbeck, els quals feren
intervenir el procés de Wiener en el seu model pero no directament com a versié matematica del
Moviment Brownia. Per evitar confusions, sembla millor usar el nom de procés de Wiener per
I’objecte matematic, i el de moviment brownia per al fenomen fisic.

El procés de Wiener té trajectories de variacié total infinita en tot interval. Aquesta propietat,
que per a la particula browniana implicaria recorrer camins de longitud infinita en temps finit,
estimula 'abandé del model d’Einstein.

El procés de Wiener fou estudiat per primer cop amb rigor per Norbert Wiener, en una série
de treballs entre 1923 i 1934, i d’aqui el seu nom. Wiener es beneficia dels recents avengos en
teoria de la mesura portats a terme per Emile Borel, Henri Lebesgue i J. P. Daniell, per tal de
fer una construccié del procés a partir de l'espai de trajectories. Einstein, encara sense aquestes
eines, deduf en els seus treballs sobre moviment brownié, a partir de certes hipotesis fisiques (més
aviat vagament formulades), que la llei de probabilitat que segueix a l'instant ¢ la posicié de la
particula browniana que parteix en ¢ = 0 de l'origen de coordenades té una densitat f(¢,x) que

of

o =DAf. (8.3.1)

ha de satisfer I'equacié
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on A és I'operador de Laplace i D és una constant. A aquesta conclusié havia arribat també abans
(1900) Louis Bachelier, encara que el seu treball va passar més aviat desapercebut a l’época. (8.3.1)
no és més que l'equacié de la difusio, ja coneguda en temps de Einstein. La difusié és un fenomen
fisic que consisteix en el fet que un conjunt de particules dissoltes en un fluid tendeixen a desplacar-
se de les zones de més concentracié a les zones de menys concentracid, com ara una gota de tinta
en un cubell d’aigua, que es va escampant i perdent color, fins a desaparéixer. En la interpretacio
original, f(t,x) és la concentracié de particules. (Vegeu [Jou], capitols 3 i 4, per a una exposici6
planera dels fenomens de sedimentacié i difusié i la seva relacié amb el moviment brownia.) D és
una constant dependent del medi que s’anomena coeficient de difusié. Einstein descobri també la
senzilla relacié entre el coeficient de difusié i el de friccié f3:

kT
B

on k és la constant de Boltzmann i T' la temperatura absoluta.
La solucié fonamental de I'equacié (8.3.1) és (en R3)

D

1 —|z|?
J2) = (o piyarz eXp{ 4Dt }

Aquesta densitat essencialment caracteritza al procés de Wiener (el Procés de Wiener en R3
té per coordenades processos de Wiener reals independents). Més precisament, és la densitat de
X, = v2DW,, on W és un procés de Wiener estandard (tridimensional). Aixd justifica el nom de
coeficient de difusié per a la constant o2 en la Proposici6 8.2.1. (En realitat, surt 02 = 2D. Si es
vol que el 2 no aparegui, cal canviar D per D/2 en 'equacié (8.3.1). Aix0 no té cap importancia.)

Els diversos articles d’Einstein sobre el moviment brownia estan recollits en el llibre [Furth].
Els articles classics posteriors de Uhlenbeck i Ornstein, Chandrasekar, Wang i Uhlenbeck, i Doob,
es troben reunits també en forma de llibre [Wax].

Tornem a ’equacié de Langevin, ’equacié que regeix la velocitat de la particula browniana
de ’Apartat 8.1. Hem comencant formulant unes certes hipotesis fisiques de tipus microscopic
(de comportament mecanic molecular) amb la idea que a partir d’elles es puguin predir de forma
tedrica els comportaments macroscopics observables. Aixo ens ha portat a ’equacié “fisica” (8.1.3).
Posteriorment, hem vist les eines matematiques que possibiliten de formular un model amb ple sen-
tit matematic, (8.2.2), que podem expressar també amb el formalisme de les equacions diferencials
estocastiques (8.2.8) com

dvy = —Pvy + o dWy .

L’anic element d’aquesta equacié que no ens han permes determinar les hipotesis inicials és el
coeficient 0. Deduirem que val o en termes de constants fisiques fent s d’una important llei de
mecanica estadistica.
2
De la férmula per Cov|vg,vs] de ’Apartat 8.2, deduim que Var[v;] = g—ﬂ(l — e*mt), i per
2
tant, fent ¢ — 00, obtenim una variancia limit de g—ﬁ, sigui quina sigui la velocitat inicial vg.
Analogament, s’observa que tlim E[v;] = 0. La llei d’equireparticié de l’energia en mecanica
— 00
estadistica afirma que Penergia cinética mitjana d’un sistema de particules (molécules d’un fluid)
en estat d’equilibri termodinamic ha de valer %k:T per grau de llibertat del sistema. La particula
immergida en el fluid ha de compartir aquesta mateixa energia mitjana. L’esperanca de ’energia
2
o
cinetica es pot calcular doncs com E[%v2] = 17 (on v representa la velocitat limit i seguim fent el
conveni que la massa de la particula val 1), i obtenim per tant la igualtat

o? kT

44 2
Deduim que, en el cas de dimensié 1, o2 és, en termes dels coeficients de friccié i de difusié,

o2 =26°D .
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8.4

L’equacié de Langevin es pot expressar doncs
dvy = —pv, + V2D dW, ,

i queda completa la seva formulacié. La nova hipotesi que hem introduit per poder determinar o
és que el sistema de molécules verifica I’equacio termica dels gasos ideals

pV =nkT |

que és d’on es dedueix la llei d’equireparticié. Aqui p és la pressio, V' el volum i n el nombre total
de molecules.

Remetem als comentaris finals de [Alabert-Delgado] per altres referéncies historiques i bibli-
ografiques sobre integrals i equacions diferencials estocastiques.

El raonament d’Einstein

La primera explicacié minimament satisfactoria del moviment brownia va ser donada per
Einstein (1905) i també independentment per Marian von Smoluchowski (1906), qui va treballar
més en el tema tant des del punt de vista teoric com experimental. La modelacié del moviment
brownia com a procés de Wiener es coneix com el model d’Einstein—Smoluchowski.

El raonament que va fer Einstein és com segueix (no hi ha massa rigor matematic, perd les
idees sén bones):

Se suposa que cada particula individual executa un moviment que és independent dels movi-
ments de les demés particules. Se suposa també que els moviments d’una determinada particula
en intervals diferents de temps sén processos fisics independents, sempre que aquests intervals “no
s’agafin massa petits”.

Introduim un interval temporal 7, molt petit comparat amb els intervals temporals obser-
vables, pero encara prou gran per tal que en dos intervals 7 successius, els moviments executats
puguin pensar-se com independents I'un de 'altre.

Sigui IV el nombre total de particules en suspensié en un liquid. En un interval temporal T,
les coordenades X de les particules individuals s’incrementaran en una quantitat A, on, per a cada
particula, A tindra un valor diferent (positiu o negatiu). A seguira una certa “llei de freqiiencies”;
la quantitat dN de particules que experimentaran un desplacament que esta entre A i A + dA
sera expressable com

dN = N¢(A) dA
on
+oo
/ Pp(A)dA =1,
— 00

i ¢ és diferent de zero només per valors molt petits de A, i satisfa

Ens restringirem al cas en que la quantitat v de particules per unitat de volum depén només
de la coordenada x i el temps ¢. Sigui v = f(x,t) la quantitat de particules per unitat de volum.

Calcularem la distribucié de les particules a l'instant ¢t + 7 a partir de la distribucié a 'instant
t. La quantitat de particules que a l'instant ¢ 4+ 7 es trobaran entre els dos plans perpendiculars a
I'eix X que passen pels punts z i x + dx sera

+oo
flz,t+7)de = dx / flz+ A )p(A)dA . (8.4.1)

— 00
Com 7 és molt petit, podem posar

flz,t+7) = f(z,t) —i—Tj—J;(x,t) )
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Per altra banda, desenvolupem f(x + A,t) en potencies de A:

Of (x,t)  A292f(x,t)
flx+At) = f(x,t) +AaT + T

Podem usar aquesta serie per fer la integral de (8.4.1), perqué només ens interessen valor petits
de A. Obtenim

df_ o} 8f 00 82f OOA2
fer=r [ oan+ G [ aoans L [ So@pans a2

Per la simetria de ¢, els termes segon, quart, etc, de la dreta s’anullen. Entre els altres, cada
terme és molt petit comparat amb ’anterior. Ens quedarem només amb el primer i el tercer. El
primer és f. Introduim la constant

D= 1/%0 A;gz)(A)dA .

T J-co

Ens queda:

G _

i =Do5 (8.4.3)

l’equacié de la difusié. La solucié és, suposant que fem difusié de N particules a partir de l'origen,
menyspreant la interaccié entre elles,

flz,t) = exp —|z|?/4Dt . (8.4.4)

N
Var Dt

A partir d’aqui, es pot calcular el desplagament en la direccié de I'eix X que una particula ex-
perimenta “en mitjana”, o dit més propiament, I’arrel quadrada de la mitjana del quadrat del
desplacament. Es

2Dt . (8.4.5)

El raonament d’Einstein es basa en una suposicié de temps discrets 0, 7, 27, 37, ..., els Unics
en que la particula pot rebre impactes, i 'equacié (8.4.3) resultant i la seva solucié (8.4.4) s’han
d’entendre com aproximacions, quan 7 es fa tan petit que el temps pot considerar-se continu.

El raonament d’Einstein conté en forma embrionaria alguns elements que s’han desenvolupat
més tard amb més generalitat i rigor. Per exemple:

i) L’equaci6 (8.4.1) estableix que la probabilitat que la particula estigui en el punt z a l'instant
t+7 ve donada per la suma de la probabilitat de tots els possibles desplagaments A des de les
posicions x + A multiplicats per la probabilitat d’estar en x + A a I'instant ¢. Aixo pressuposa
que hi ha una independéncia de A de I’historia previa del moviment. Aix0 és la propietat
de Markov, i (8.4.1) és una forma particular de ’equacié de Chapman—Kolmogorov, que és
I’equacié central que governa la dinamica de ’evolucié de les lleis d'un procés de Markov.

ii) L’equaci6 (8.4.3) és un cas particular d’equacié de Fokker-Planck (o Kolmogorov forward) que
descriu I’evolucié de la llei de certs processos estocastics a temps continu. La trajectoria X,
de la particula sera aleatoria, pero una funcié continua del temps. Aixo ens porta a pensar si
no seria possible estudiar directament 1’evolucié de les trajectories amb eines probabilistiques
a partir d’algun tipus “d’equacié diferencial” aleatoria per les trajectories.

iii) El pas del procés discret al procés continu té a veure amb el tema d’aproximacié per difusions.

Draft Version: 2002/5/17. A. Alabert and M. Farré



El moviment brownia 65

8.5 El raonament de Langevin

Langevin afirma que el seu metode és “infinitament més simple” que el d’Einstein.

De consideracions de mecanica estadistica, ’energia cinetica mitjana de la particula browni-
ana, en estat d’equilibri termodinamic, ha de ser
1
—v

B

1
= kT (8.5.1)

on k és la constant de Boltzmann i T' la temperatura absoluta, i suposem que la massa és 1, i que
estem en dimensié6 1.
Dues forces actuen sobre la particula:
i) Forga de friccid, que se suposa que segueix la mateixa férmula que en hidrodindmica ma-
croscopica,

dx
—6mrn—
Ya
on 7 és la viscositat i r el diametre de la particula, que se suposa esferica.

ii) Forga fluctuant X representant els impactes moleculars de I'entorn. Només sabem sobre ella
que “pot ser positiva o negativa amb igual probabilitat”.

Segons la segona llei de Newton,

A2z dxr
—_— = — —+ X .
7z 6mrn 7 +

Multiplicant per x,
1d? d \2 d,
2@~ (e) = 3w g )+ Xa

Fent la mitjana per un gran nombre de diferents particules,

1 d? 5 d ., d 9
SR E[lz°] - E K%x) ] = —37TT77E E[z7],

on E[Xz] =0, degut, diu Langevin, “a la irregularitat de la quantitat X”. Usant (8.5.1),

14, d .,

Integrand una vegada aquesta equacié diferencial obtenim

d 9 kT
— E[z°] = —— + Cexp{—6mrnt} ,
G Bln®] = 5+ Coxp{6mra)
on C' és una constant.

Langevin estima que l’exponencial s’aproxima a zero rapidament en 10728 segons; a efectes
practics, almenys en aquell temps, podem dir que instantaniament. Podem menysprear aquest

terme, i integrant un altre cop,

kT
E[2?] - E[z*(0)] = -——
(%) - Bfa?(0)) = 5t
i aix0 és exactament (8.4.5), si identifiquem D = 6’;::", cosa que Einstein ja havia deduit per una

altra via.

El raonament de Langevin (més simple? qiiestié de gustos!) amaga algunes coses implicites:

Al posar E[Xx] = 0 estem implicitament posant independéncia dels desplagaments en intervals
successius, tant petits com es vulgui. També hi ha implicit que X i z sén independents.

No obstant, el métode de Langevin es pot considerar més directe que el d’Einstein, al tractar
directament de les trajectories, i sembla que obre les portes a un métode natural de generalitzar
les equacions deterministes a equacions estocastiques. Els fonaments matematics per poder fer-ho
no van arribar fins quaranta anys després, gracies a Kiyosi Ito.
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8.6 La integral estocastica no és trivial

Segons hem apuntat a I’Apartat 8.2, el problema de la integracié estocastica consisteix a
definir f(f fs AW, on {W;, t € Rt} és un procés de Wiener i {f;, ¢ € RT} és un procés amb
trajectories no necessariament de variacié fitada.

El resultat d’integrar un procés en un interval fixat [0,¢] serd naturalment una variable
aleatoria. Per tant el que busquem és un operador amb domini un cert espai de processos, a
valors en LY(2, F, P) i que per tal de mereixer el nom d’integral, hauria de ser

1) lineal,
2) continu en algun sentit (el que equival a tenir algun teorema de convergencia).
Volem, a més, que

3) si fs(w) és de variacié fitada per a tot w, es tingui

/ eaw]w) - / @) W)

estenent d’aquesta manera el concepte d’integral de Stieljes usual.

Un objectiu modest, a la vista de la situacié creada per l'equacié (8.2.6), és intentar que
loperador actui almenys sobre processos continus. Les condicions 2 i 3 suggereixen aleshores
definir la integral d’un procés continu f;(w) respecte el procés de Wiener com el limit de les sumes

[ /O tftdws}(m =Jm ) faw@) (W @) = Wa(w)

si el limit de la dreta existeix i és independent de la successié de particions refinant {7, }nen
amb ||m,|| — 01 els punts & € [t;,t;11] escollits. I aixd per a cada w fixat o, més feblement,
prenent el limit en la topologia natural de L°(£2, F, P), i.e. la topologia de la convergencia en
probabilitat. Aixo correspondria a definir un operador continu entre I’espai de processos continus
amb la topologia induida per la convergéncia uniforme (en (¢,w)) i 'espai de variables aleatories
L°(Q, F, P) amb la convergeéncia en probabilitat.

Malauradament, pero, aixo és impossible. En efecte:

8.6.1 Teorema
Sigui a(t) una funcié continua en [0,1] (cadlag seria suficient).
Sigui {7y fnen una successid refinant de particions de [0,1] tal que la successid de normes tendeix
a zero.
Llavors,

> ft) - (altivn) — alti)

titit1€mTn

convergeix a un limit finit quan n — oo per a tota funcid continua f si i només si a(t) és de
variacio fitada. g

La demostracié segiient conté la clau “per sortir d’aquesta situacié”. S’utilitza el Teorema de
Banach—Steinhauss:

8.6.2 Lema (Teorema de Banach—Steinhauss)
Siguin By un espai de Banach i By un espai normat.
Sigui {T;}icr una famdlia d’operadors lineals acotats T;: By — Ba.
Si per a cada © € By, sup;c; |Tiz| < 0o, aleshores sup;c; |Ti] < co. g

Demostracid del Teorema: La implicacié <) és coneguda. Les sumes convergeixen a la integral

1
de Riemann—Stieljes / f(t) da(t).
0
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Pel reciproc: Siguin Bj l'espai de funcions continues en [0,1] amb la norma del suprem,
Bs = R amb el valor absolut.
Per a cada n € N, sigui A,,: By — By l'operador definit per

Anfi= Y0 ft)- (altin) —alt:)

titip1€my

Per hipotesi, lim A, f existeix, i per tant sup |4, f| < co. Gracies al Lema, sup |T;,| < oc.
n—oo n n

Anem a veure que la variacié de «,

VO (a) := sup Z la(tiv) —alts)|

meP titiy1€™

és més petita que sup |T,,|, amb la qual cosa haurem acabat. Efectivament, per a cada n € N
n

fixat, sigui f una funcié continua tal que f(¢;) = signe{a(t;+1) — a(t;)} i | fleo = 1. Llavors:

Auf = > ft)alti) —at)) = Y. laltin) - alt)] =
titit1E€ETR titit1E€ETY

Al > D lativn) —alt)] =
titit1E€ETR

sup [ A, >sup Y falti) —alt) =V (a) . o

n
titiv1€T,

Aquest Teorema demostra la impossibilitat d’estendre la definicié de la integral de Riemann—
Stieljes més enlla d’integradors de variaci6 fitada, si es vol integrar, com a minim, totes les funcions
continues. Un pot pensar que, al ser 'operador que busquem valuat en L°(Q,§, P) en lloc de R,
potser si que es pot obtenir la convergencia en probabilitat de les sumes

Z fti (w) ' (ati+1 (w) — O, (W)) (861)

titiv1€T,

en lloc de la convergencia quasi segura en w. Pero la situacié no és millor, ja que en el conjunt
A ={w € Q: as(w) no és de variacié fitada} podriem construir una successié parcial de (8.6.1)
convergent quasi segur, i repetir la demostracié del Teorema per a aquesta parcial. Per tant, si
P(A) > 0, arribem a la mateixa dificultat que en el cas determinista, en qué w no hi és.

Malgrat tot aixo, resulta que si pot definir-se la integral de processos continus (i fins i tot
més generals) respecte el procés de Wiener com a limit de sumes de Riemann. El truc és adonar-
se que el parametre aleatori w ha fet un paper d’espectador passiu en tota la discussié anterior:
Simplement hem intentat definir la integral respecte el procés de Wiener trajectoria per trajectoria,
per a cada w fixat, i hem vist que no era possible. En segon lloc, és evident que caldra imposar
alguna restriccié a 'integrand, pero no estem disposats a demanar més regularitat a les seves
trajectories. Hauran de ser restriccions d’una altra mena.

Amb aquestes idees en ment, repassem un moment la demostracié de I'altim Teorema. Per
veure la necessitat que l'integrador sigui de variacio fitada hem usat funcions amb valors prefixats
sobre els punts de cada particio:

f(t:) = signe{a(tit1) — a(ti)}

Observem que, per assignar aquests valors, cal “mirar endavant” la funcié «; és a dir, el valor
de f en t; depen del valor de & en ¢;41. Si prohibim aquesta dependéncia, la demostracié queda
invalidada, i de fet el resultat és fals.

Al capitol seglient posarem aquesta restriccié en termes matematics i construirem la integral
desitjada.
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8.7 Meés exemples

Acabem aquest capitol amb dos exemples més de situacions similars a la que planteja el
moviment brownia, i que es poden modelar de manera semblant.

8.7.1 Exemple 1

El conegut model de Verhulst per a ’evolucié del volum d’individus d’una especie ve donat per
I'equacié diferencial
dz(t)
dt
(Pequacié logistica), que es dedueix de suposar una taxa de natalitat constant a i una taxa de
mortalitat proporcional a la poblacié bz (t). L’equacié (8.7.1) és pot pensar com l’aproximacié
continua del planteig discret

= (t)(a — bz(t)) (8.7.1)

z(n+1) — z(n) = z(n)(a — bz(n)) . (8.7.2)

Tipicament, les constants a i b sén idealitzacions de quantitats sotmeses a fluctuacions impre-
visibles a priori. Suposem, per exemple, que canviem a per una funcié a+£(n), on £(n) representa
una petita pertorbacié de la taxa de natalitat, que és desconeguda i que és independent (i.e., no
hi ha relacié de causa—efecte) de les pertorbacions £(m), m # n. Si notem per M (n) Pacumulacié

n—1
d’aquestes pertorbacions des de linstant 0 fins al n — 1, o sigui M(n) = > &(n), obtindrem
k=

I'equacié modificada
z(n+1)—z(n) =z(n)(a+ M(n+1) — M(n) — ba(n)) . (8.7.3)

Construim ara l’aproximacié continua de (8.7.3). L’analeg dels increments x(n+ 1) —z(n) en
x(t+ At) — x(t)
At

z(t+ At) — x(t) = x(t) (a — ba(t)) At + 2 (t) (M (t + At) — M(t)) . (8.7.4)

mode continu és , 1 semblantment per a M(n + 1) — M(n). Escriurem doncs

Si suposem constant I’entorn en els sentit que les causes de les pertorbacions sén invariables
en el temps, mantenim la independeéncia del valor de les pertorbacions que afecten al sistema en
intervals disjunts, i finalment fem la hipotesi raonable que la funcié M (¢) ha de ser continua en el
temps, retrobem exactament les condicions 1, 2 i 3 proposades a I’Apartat 8.1 com a propietats
de la funcié desconeguda M. En resulta doncs formalment la mateixa situacié que alla.

8.7.2 Exemple 2

Considerem ara el problema de portar un satellit artificial a la seva orbita geoestacionaria, a
partir de I'orbita elliptica de transferéncia, que és I'estadi intermig entre la fase de llancament i
el posicionament definitiu.

Per controlar aquesta delicada maniobra cal tenir una informaci6 el més acurada possible de
la posicié del satellit en cada instant. En primera aproximacid, tenint en compte només ’accid
del camp gravitatori terrestre, les equacions del moviment es poden escriure en la forma

dx(t)
dt

= f(z(t)) (8.7.5)

amb z(t) € R® (tres parametres de posicié, tres parametres de velocitat).

Altres elements que influeixen la trajectoria del satellit, com ara la no-esfericitat i no-
homogeneitat de la terra, la influéncia d’altres cossos celestes, la pressié de radiacié solar, etc.,
poden ser incorporats al model si es té un bon coneixement de com actuen. Tanmateix, hi inter-
vindran també pertorbacions la direccié i intensitat de les quals no és coneguda a priori.

Una heuristica similar a la dels exemples anteriors ens porta a escriure

t+At
2t + Ab) — 2(t) :/ F((s)) ds + M(t + At) — M(1) ,
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on M és una funcié amb les caracteristiques 1, 2, 3 llistades a I’Apartat 8.1.
A més, hom compta amb la informacié addicional aportada per les estacions de seguiment,
que reben un senyal

y(t) = g(t,x(t)

al seu torn contaminat també per pertorbacions de medicié:
t+At
y(t + At) —y(t) = / g(s,x(s))ds + N(t + At) — N(¢t)
t

essent N(t) desconeguda i independent (en el sentit que les causes ho sén) de M (t). El problema,
que s’anomena filtratge, consisteix en obtenir la millor informacié possible sobre el valor de z(t),
tenint en compte les observacions y(r), r < t.

Relacionat amb el problema del filtratge, hi ha el problema de la prediccid, si utilitzem només
les observacions y(r), r < s, per un cert s < t, i el problema de 'allisament, si utilitzem y(r),
r < s, per un cert s > t.
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9.

9.1

La integral de Ito

L’objectiu és definir la integral
b
/ Xy dWy (9.0.1)

on W és un procés de Wiener, per a una classe de processos estocastics X el més gran possible.
Hem vist al Capitol 7 que si X és una funci6é determinista, aleshores es pot definir (9.0.1) per a
X € L%([a,b],dt). (En el cas del procés de Wiener, F(t) — F(s) := E[|[W; — W,|?] =t — s, i per
tant la mesura que cal posar en aquest espai L? és precisament la mesura de Lebesgue.) Aixd es
podia fer gracies a que la integral de funcions esglaonades X € S era un operador lineal continu
de S C L?([a,b],dt) en L?(Q2), i a més S = L%([a, b], dt).

Quan X depén també de w, demanarem en primer lloc que, amb probabilitat 1, les trajectories
de X siguin de L?([a, b], dt). Perd aixo sol no sera suficient. Haurem de fer una altra restriccié, no
sobre la regularitat de les trajectories de X, sino sobre les seves propietats de mesurabilitat com
a aplicacié X:Rt x QO — R.

Filtracions no—anticipatives

9.1.1 Definicidé

Sigui W = {W;, t € RT} un procés de Wiener definit en un cert espai de probabilitat (2, §, P).
Sigui {F:, t € RT} una filtracié de sub-o-algebres de F.
Diem que {F:, t € R*} no anticipa W si se satisfan les condicions segiients:

1) W és adaptat a {F;, t € RT}.

2) Vs e RY, Fyio{W; — Wi, t> s} sén o-algebres independents.

Filtracions no-anticipatives sempre existeixen. Per exemple, la filtracié generada pel propi
procés de Wiener, o sigui, § = o{Ws, s < t}, es no-anticipativa respecte W, gracies a la propietat
d’increments independents de W.

9.1.2 Definicid

Direm que un procés estocastic X és no-anticipatiu respecte un procés de Wiener W si:
1) X és un procés mesurable.
2) X és adaptat a alguna filtracié no-anticipativa de W.

De vegades en direm simplement processos “mesurables i adaptats”.

9.1.3 Observacions

1) Tota funcié mesurable f:RT — R és no-anticipativa respecte qualsevol filtracié.
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2) Tot procés estocastic X tal que X; sigui mesurable respecte o{Wy, s <t} és no-anticipatiu.
(Sera adaptat respecte qualsevol filtracié no-anticipativa.)

3) Intuitivament, la condicié de no-anticipacié diu que el procés ha de ser independent dels
increments futurs del procés de Wiener.

9.1.4 Notacid
Notarem per Pla, b] la colleccié de processos no-anticipatius X tals que P{w : X (w) € L?([a,b])} =
1.
(No hi ha una notacié estandard per aquest conjunt. Usem la notacié que fa servir [Karatzas-
Shreve].)
Normalment, identificarem en Pla,b] dos processos que siguin indistingibles. D’aquesta manera
estem fent un pas al quocient, perd seguirem usant la notacié Pla,b] per aquest conjunt quoci-
ent.

9.1.5 Proposicié
El conjunt Pla, b] és un espai vectorial amb les operacions usuals de suma i producte per escalars.

Demostracid: Si X',..., X™ sén processos no-anticipatius i H: R™ — R és una funcié mesurable,
esta clar que H(X', ..., X™) és un procés no-anticipatiu. En particular, és cert si H és una funcié
lineal.

Anem a introduir una convergencia a l’espai vectorial Pla, b], i veurem que el dota d’estructura
d’espai metric.

9.1.6 Definicié

Sigui {X"},, C Pla,b].
Direm que {X"},, convergeix a X € Pla,b] si la successié de variables aleatories

b
{w — / | X{ (w) — Xt(w)|2d5}
a n
convergeix a zero en probabilitat. Dit d’una altra manera, si

n P
IX" = X|r2(ap)y) — 0. o

9.1.7 Proposicié
L’aplicacio

d: Pla,b] x Pla, b] RT
| X = Y200
L+ X =Y 2(a)

(X,Y)

és una distancia i metritza la convergéncia de la Definicio 9.1.6.

Demostracié: Sabem que d(X,Y) := |X — Y| és una distancia en L?([a,b]). Per altra banda,
ligf(f)y) és també una
distancia en el mateix espai (equivalent a 'anterior). Aix0 ens déna la desigualtat triangular

sempre que d és una distancia en un espai metric, es té que d'(z,y) =

IX = Ylezqoy  _  1X = Zl2qai) N 1Z = YL2(ap)
LHIX = Yiegapy  1+1X = Zl2qaey 1412 = Yoz an

Prenent esperances, resulta la desigultat triangular de ’aplicacié d, que és I'inica dificultat per
comprovar que és una distancia.
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Vegem ara que metritza la convergencia que hem definit en P[a, b]: Suposem primer que

Ve > 0, P{HXn — X”L?([a,b]) > E} — 0.

n—oo

Aleshores,

{ 1X™ — X £2(a,8)) }
L4+ X" = X 22 ((a,0))

X" — X 12t X" — X2
:/ | - I 22 dp+/ H - Ity p
X=X 2 2o} LHIX™ = X2 o X=Xl g <e) L IX™ = Xlz2(ia
< P{IX™ = X2y = €} +eP{X" = X L2(fap)) < €}
< P{"Xn — X”LZ([a,b]) > 6} 4+ ——c¢.

n— oo

Essent aixd valid per a tot € > 0, resulta que d(X"™, X) —— 0, com voliem veure.

n—oo

Reciprocament, suposem que d(X", X) —— 0. Fixem ¢ > 0.

n—oo

| X" = Xlp2gary o e }

1+ ”X" — X||L2([a,b]) ~1 +e€
1+¢ { | X" — X L2((a,5)) }

T L+ [ X" — X 2(ap))d n—oo

P{IX™ = Xl paqan > e} = P{

0. o

9.1.8 Notacié
Notarem per L2([a,b] x Q) el conjunt de processos de L*([a,b] x ) adaptats a la filtracié no-
anticipativa {F;, t € RT}:

b
L:(a,b] x Q) := {X : X és no-anticipatiu i E [/ X} dt] < oo} .

a

Esta clar que el conjunt L2 ([a, b] x Q) és un subespai de I'espai de Hilbert L?([a,b] x ) i que esta
contingut en Pla,b]. g

9.2 La integral de processos simples

9.2.1 Definicié
Un procés estocastic no-anticipatiu X direm que és simple (o esglaonat) en [a,b] si existeix una
particié {a =tg < t; < --- < t, = b} tal que
Xt(W) = th (w) 5 Yw € Q s Vit € ]tk7tk+1] .

Equivalentment, si X es pot escriure en [a, b] com

3
|
—-

Xt(w) = Ck(w)l]tk7tk+l](t) )
0

>
Il

amb ¢;, variables aleatories §;, -mesurables.
Notarem per S[a,b] el conjunt de processos simples, que és clarament un subespai vectorial
de Pla, b] (identificant processos indistingibles). g

9.2.2 Definicié
Sigui X € SJa, b].
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Definim la integral de X respecte el procés de Wiener W com la variable aleatoria sobre (€2, §, P)

/ Xt th Z Wtk+1 Wtk] (w) ° O

9.2.3 Proposicié
L’aplicacio entre espais vectorials

Sla,b] C Pla, b

LO(Q)
b
D — / Xy dW,
esta ben definida i €s lineal.

Demostracid: Siguin X,Y € S[a, b]. Representem-los respecte la mateixa particié:

3
|
i

Xt(UJ)

Ck (w)l]tk;tk+1] (t) )

it
= O

Yi(w)

dk(w)]‘]tkyt}wrl] (t) .

b
Il
=]

Si X 1Y son indistingibles, aleshores, per a tot w fora d’un conjunt de probabilitat zero,

b n—1
[/ Xt th:| (w) = Z Ck(W)[Wtk+1 Wtk Z dk Wtk+1 Wtk / }/t th

i es comprova que aquest valor no depéen de la representacié concreta escollida.
Per altra banda, si X,Y € S[a, b] amb la representacié anterior,

n—1

b
[ texi ey am, - > lac(w) + )] Wius1 = Wil

= Z k(W) [Wio1 — Wi J(w) + Z di (W) Wiy 11 — W, J(w)

9.2.4 Proposicié
Sigut X € Sla,b]. Aleshores:

1) Sia’, V] C [a,b], aleshores X € S[a’, V'], X - 114 € Sla,b], i

! b
/ Xt th = / Xt . 1]a/,b’] (t) th .
a’ a

2) Sic€la,b|, aleshores X € Sla,c], X € Se,b], i

b c b
/Xtth:/ Xtth—F/ Xy dWy .

3) | BIXi] < oo, ¥t € o] | /Xtth =

4) | BIX? < o, we[mb}}:EH/ xeaw| ] :/ E[X2] dt

a
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Demostracio:
(1) Facil.
(2)

c b b b
[ xeawir [ Xiawi = [ X g@dwi+ [ Xty 0 aw,
a c a

a
b b
= / th]a,b] (t) th = / Xt th 5
gracies a la Proposicié 9.2.3 (linealitat).
3)
b n—1
E [/ Xt th] =E [Z Ck(Wtk+1 - Wtk)]
a k=0
n—1

= Z E [Ck(Wtk,+1 - Wtk)]
k=0

= ZEck Wiy — Wi ] =0.

Hem usat la independéncia de ¢ i Wy, , — W4, , i el fet que 'esperanca d’aquest increment és zero.

(4)

([ )| =[S, - w)|

n—1
=E { Z Ckcj(Wtk+l - Wtk)(Wtj+1 - Wtj)}
k,j=0
n—1 n—1
=E |:Z Ci(Wtk+1 Wtk } +2 Z E CkC] Wtk+1 Wtk,)(Wtj+1 - Wtj)]
k=0 k,j=0

k<j

3
|
—-

= E[Ci] E[(Wtk+1 - Wtk + 2 Z Ckc] Wtk+1 Wtk)] E[(Wtj+1 - Wtj )] .

0 k,j=0
k<j

>
Il

En I'dltim sumatori, el segon factor és zero, mentre que el primer és una quantitat finita, doncs,
usant la desigualtat de Schwarz i 'adaptacié de X, esta fitat per

B[22 E [} (Wi, — Wi)?)’ = BV BIE] Y (thr — 1) /2 |
Per tant,

B [(/b X,aw;) | = S Bl — t0) — /abE[XE] dt. o

9.2.5 Proposicié
Sigui X € Sla, b].
Aleshores, Ve > 0, VN > 0,

/ X dW,

Demostracié: Suposem que

>N ‘/X2dt‘>a

n—1
Xt = Z Ckl]tk,tk+1](t)
k=0

Draft Version: 2002/5/17. A. Alabert and M. Farré



76 La integral de It6

Considerem el procés

k
Xi, sity <t <tppri ) c Gty —tj) <e

N J=0
oy =

k
O,Sitk<t<tk+1lz (]+1—t) e

Resulta que ¢ € S[a, b], perque

/(qst /X%Zt<oo (V)

¢1]£V = Xt]' k 1]tk,tk+1](t) )
£ A(tjr1—t;)<N}
j=0
que és una funcié de les variables cq, ..., ¢, 1 per tant §;-mesurable.
A més,
b m
/ (o) dt =Yty —t))
a J:O
m
on m és I'enter més gran (< n — 1) tal que Y ¢;(t41 —t;) < N. Aixo implica que
§=0
b
Bl [ (@ra]<e
a
i per tant

E[(¢])?] <oo, Vte[al.

Podem aplicar doncs la Proposicié 9.2.4, i obtenim

of [ ot am ] <

X

Aixo ens permet finalment veure I'estimacié de I’enunciat:
b
/ Xtth‘ >N} =pP{ / (X, —¢§V+¢>§V)th‘ >N}

< P{ /abcﬁivdwt +\/:<Xt—¢iv)dwt]>zv}

{/:qbivdwt >N o ]/ab(xtﬁ)dvvt

"U

NU

>O}
>0}

e

<

b b
o aw > vy p{] oo otyam
LEH/bqsgvth 2]+P{’/bXt2dt‘>a}
P{‘/beth‘>5}+%,

la pentltima desigualtat deguda a la desigualtat de Txebixev i la de definicié de V.

Draft Version: 2002/5/17. A. Alabert and M. Farré



La integral de Ito 77

9.3 La integral de processos de P

9.3.1 Proposicié
S és dens en P.

Demostracio: Es demostra seguint aquests tres passos:
1) S és dens en els processos continus.
2) Els processos continus sén densos en els acotats.
3) Els processos acotats sén densos en P.

(De fet, es pot demostrar que existeix una successié {X™},, de processos en S tal que es té

n—oo

b
/ X — X, [2dt 220,

Aix0 s’usara a la demostracié de la Proposicié 9.3.9.) g

9.3.2 Proposicié
L’aplicacié entre espais metrics

Sla,b] C Pla,b) ——— L°(Q)

b
X|—>/ X dW,

és continua i transforma successions de Cauchy en successions de Cauchy.

Demostracid: Sigui {X"},, de Cauchy en S[a,b], és a dir,

b
Ve >0, Vn >0, 3Ing : n,m}n():>P{/ |Xt"—Xtm|2dt>€}<77.

Per la Proposicié 9.2.5,

b
YN >0, ¥e > 0, Vi >0, Jng : n,m>n0jp{‘/(Xf-Xf@)th]>N}<n+%.

b
Fent ¢ — 0, obtenim que { / X th} és de Cauchy en L°(2).
a n

La continuitat es fa igual, amb X" — X en SJa,b] i aplicant la Proposicié 9.2.5 a X™ — X.
O

Gracies a les Proposicions 9.3.1 1 9.3.2, és aplicable el Lema general segiient sobre prolongaci6
de funcions continues entre espais metrics.

9.3.3 Lema (Teorema d’extensi6 de funcions continues.)
Siguin E un espai metric © F' un espai métric complet.
Siguin AC A=E, i f: A— F una funcidé continua.
Aleshores: Ezisteiz una extensié continua de f a E si i només si f transforma successions de
Cauchy en successions de Cauchy.
En cas afirmatiu, l'extensio és unica i ve donada per

fE— . F

e J(&) = lim f(z,)
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on {x,}n C A és una successio qualsevol que convergeizi a x.

9.3.4 Definicié
Sigui X € PJa, b].
Sigui {X"},, C Sla,b] una successié qualsevol que convergeixi a X en l'espai metric P|a, b].

Aleshores definim la integral estocastica de X respecte el procés de Wiener W com la variable
aleatoria sobre (2,5, P)

b b
/ X, dW, == P- lim [ X]"dW, .
a

—
n—oo a

9.3.5 Proposicié

L’aplicacio entre espais vectorials

Pla, b] LO(%2)

b
Xn——a/ X dW,

obtinguda a la Definicié 9.3.4 és lineal.

Demostracid: Siguin X,Y € Pla,b], 1 a € R.

Siguin {X"},,{Y"}, C Sla,b] tals que X" - X i Y™ - Y en (P,d).

Aleshores, es comprova facilment que aX” +Y"™ — aX +Y en (P,d), el que demostra que
les operacions d’espai vectorial sén “compatibles amb la metrica”, i.e. sén operacions continues.

Tenim
b b b
/ (aX] 4+ Y™")dW; = a/ X7 dWy +/ Y dWy
a a a
ique

b b
/ (aX? + Yy dW, —2— [ (aX, +Y,)dW,

n—oo a

/X"th /Y”th /Xtth /Ytth,

d’on es dedueix I'enunciat. g
9.3.6 Proposicié

Sigui X € Pla, b].
Aleshores, Ve > 0, VN > 0,

/Xtth’>N /XQth‘>e}+§2.

Demostracid: Sigui {X"},, C S[a,b] tal que X™ — X en (P, d).
Siguin &’ > ¢, N' < N.
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Llavors,

P{‘/bxtdwt‘ >N}

b
< P| /(Xt"th)th +

b
/ X dw,

< P{ /b(Xt"—Xt)th >N—N’}+P{’/bXt"th

>N}

> N’}
/

<P{ /b(Xt"—Xt)th >N—N’}+P{/b(Xf)2dt>a’}+(;—,)2

a

b b
<P{/(Xt"—xt)dwt >N—N’}+P{/(X{L—Xt)th>a’—5}
a a

/

+P{/bXt2dt>e}+(]\i—,)2,

la tercera desigualtat gracies a la Proposicié 9.2.5. Aixo val per a tot n. Fent n — oo, els dos
primers sumands tendeixen a zero i queda

/ X dW,

Fent ¢’ \,ei1 N’ /' N, queda demostrada la proposicié.

>N /X2dt>s ( )

9.3.7 Proposicié (Aproximaci6 per sumes de Riemann.)
Sigui X € Pla,b] un procés continu gq.s.
Aleshores, per a qualsevol successié de particions 7, = {a = t(()n)
tal que |my| — 0, es compleix

<t < <t = b} de [a,b]

My, —1 b

Z X(n) i, - W,m] 2| X,dw, .

t
k n—oo  J,

Demostracid: Definim la successié {X™},, C S|a, b] per

my,—1

— Z Xt;j)l]tl(cn)’t;ci)l](t) .
k=0

Es facil veure que X™ — X en (P,d). Per tant, per la continuitat de la integral estocastica,
/ Xn th —> Xt th .
n—oo a
Clarament, la successié d’integrals coincideix amb la successié de 'enunciat.
9.3.8 Observacio
Si, en la situaci6 de la Proposicié 9.3.7, considerem

my—1

E W, (n) (n) - W,m] ,
‘k

on cada u,(c ™ ésun punt arbitrari de [t,(:'), t,(c _31} aleshores I'existencia i el valor concret de P- lim S,

depen de 'eleccié dels uk
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Per exemple, si posem

u,(c " — at(Jr)l +(1- oz)t(n) , per un cert « € [0,1], Vn, Vk,
s’obté
L? 9 1
S0 LW - W) 4 (0= )b )

En particular, usant la Proposicié 9.3.7, aixo ens diu que

b
1 1
/ Wy dWy = §(Wb2—Wf)— §(b—a) ;

i concloem que la integral de It6 no segueix les regles del calcul newtonia.

Es pot definir una integral estocastica que respecti les regles del calcul newtonia? L’exemple que
hem vist suggereix que podriem fer-ho, almenys per a processos continus, definit

b My —1
/a Xy o dW; := P- lim Z X3 0y W = W] -

n—oo

Aixo es pot fer, en efecte, i obtindriem
b 1
/ Wy odW, = 5(Wb2 —-W2).

Perd aquesta integral (integral de Stratonovich) té altres inconvenients. No la tractarem en aquest
curs.

9.3.9 Proposicié

Sigui X € L2([a,b] x Q).
Aleshores, ezisteizx {X"},, € Sla,b] N L2([a,b] x Q) tal que

1) X8 = Xelr2apix0) ——— 0

2) | Xy dW, = [} X dWil 2@) —— 0.

Demostracié: Sigui {Y*}; C S[a,b] una successié de processos simples tal que
/ VF — X2 dt -2 — 0
n—

(vegeu la demostracié de la Proposicié 9.3.1). Per a N € N, sigui

t sift|<N
N sift|>N.

ot = {

Podem escriure )
2l / (on (V) — X, de] < AN ) + B(N) .
on

/ o () = on (X0 dt]

B(N) = B / |¢N<Xt>—xt\2dt].

Com que |pn(t) — dn(s)| < [t — s, es té
b S
/ o8 (V) = o (X)[* dt < / VF - X 2dt 0.
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A més,

/ lpn (Vi) — dn (Xy)|? dt < / |pn (Y |2dt+/ lon (X¢)[2dt < 2N?(b—a) .

Per tant, podem aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada, obtenint A(N, k) —— 0.
k—oo

Per altra banda,

b b
B(N):/ / |¢N(Xt)—Xt\2dth</ / 12X dtdP —— 0,
{IX|>N} Ja {IX|>N} Ja N—oo

puix que X € L2([a,b] x Q).
Per a cada n € N, sigui N tal que B(N) < 5 isigui k := k(IN) tal que A(N, k) < 5. Prenem

X = on (Y
que es comprova que compleix les propietats requerides per a la primera part de la proposicio.

Per a la segona part, sabem que

/ Xnth —> Xtth .

a

La successié d’integrals estocastiques és de Cauchy en L?([a,b] x §2):

b b 9
EH/ Xt"th—/ X qw, }

gracies a la primera part. Per tant,

b
:E[/ |X;—X;”|2dt] o0,

n,m— oo

b
/ Xn th —> Xt th |
a

n—oo

9.3.10 Observaci6
La Proposicié 9.3.9 suggereix que si ens restringim a processos de L2, podem definir la integral
estocastica com un operador continu entre espais de Hilbert

L3([a,b] x Q) — L*(Q) .

Efectivament, podem repetir tot el que hem fet en aquesta situacié més agradable, perd menys
general.

9.3.11 Proposicié
Sigui X € Pla,b]. Aleshores:

1) Sia’,b'] C [a,b], aleshores X € S[a’,b'], X - 1ja1) € Sla, b], i

! b
/ Xt th = / Xt . 1]a',b’](t) th .

2) Sic€la,b|, aleshores X € Sla,c], X € Slc,b], i
b c b
/ XtthZ/ Xtth—l—/ Xy dW, .
a a c
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Si, a més, X € L%([a,b] x Q), aleshores

3) / Xt th ==

4) EH/a Xtth‘ } _/abE[Xf]dt.

Demostracid: Les demostracions de 1) i 2) sén immediates, usant les mateixes propietats per a
processos de S[a,b] (Proposicié 9.2.4) i passant al limit. Per veure 3) i 4) usarem la Proposicié
9.3.9:

Sigui {X"},, C S[a,b] N L2([a,b] x Q) convergint a X en L2([a,b] x Q). Tindrem que

b ) b
/ Xpdw, —=— [ X,dw, ,
a

n—oo a

d’on

b 2
EH/ Xt”th ‘/ Xtth ,
a n—oo

/abE[(Xt”)Q]dt—> BLx7]dt B | /X"th — /Xtth

n—oo a

Aplicant la Proposicié 9.2.4, obtenim les igualtats buscades.

Draft Version: 2002/5/17. A. Alabert and M. Farré



La integral de It6 com a procés 83

10.  La integral de Ito com a procés

10.0.1 Definicié
Sigui X € P[0, T].
Definim el procés integral estocastica com

t
It(X)z/ X, dW,, te[0,T].
0

Si X € P[0,T], VT > 0, podem considerar {[;(X), t e RT}.

10.0.2 Proposicié
{I;(X), t €0, T]} és no-anticipatiu respecte {Fs, t € [0,T]}.
Demostracid: Si X™ € S[a,b] és tal que X™ — X en P, aleshores

n—1

It(Xn) = Z th (Wtk+1 - Wtk)
k=0

per una certa particié de [0,t], i és clarament una variable §;-mesurable. Per tant I;(X) =

lim I;(X™) és també §F-mesurable.

10.0.3 Definicié
Donada una filtracié {§;, t € [0,T]}, un procés {Y;, t € [0,T]} és una martingala respecte §; si
Y, € LY(Q), Vt, i
E [Yt/gs] , Vs<t.

10.0.4 Proposicié
Si X € L2([0,T) x Q), aleshores {I;(X), t € [0,T]} és una Fi-martingala.

Demostracid: Sabem que I,(X) € L2(Q) C L'(2). Ara,
E[L(X)/z. ] =E[L:(X)/z ] + E[1(X) - L(X)/5 ] .

El primer sumand és I;(X), per la Proposici6 10.0.2. Només falta veure que el segon és zero. Sigui
& una variable aleatoria §s-mesurable i acotada.

E[¢E [[(X) - L(X)/3 ]] = E[E [§(:(X) = L(X) /5 ]]
— BB [L(EX) ~ LEX) /5 ]] = E[I(¢X) - L,(6X)] = 0.
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(La segona igualtat és immediata per a X € S, i en general per pas al limit).

10.0.5 Proposicié (Localitat de la integral)
La integral estocastica és local, en el sentit precis segiient: Si X, Y € P son tals que X;(w) = Yi(w),

Vit € [a,b], YVw € A € §, aleshores
b b
/ XtthZ/ Y, dW,
a a

sobre A.
Demostracio: g

10.0.6 Teorema
Si X € Pl0,T), el procés {I, t € [0,T]} té una versid amb trajectories continues.

Demostracio:
A partir d’ara, suposarem sempre que prenem la versié de I;(X) amb trajectories continues.

10.0.7 Proposicié
Si X € P[0,T], aleshores Ve > 0, VN > 0,

P{ sup
tefo T]

<r{ [ xtam,

J e

Demostracio: g

10.0.8 Proposicié
Si {X™}, C CalP[0,T], X € P[0,T], aleshores

—, 0.
n— 00

1X™ — X £2(jo,1) . 0 = sup
telo, T]

Demostracio: g
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11.

Calcul estocastic

En el calcul ordinari hi ha férmules que ajuden a calcular les integrals sense haver de passar
pel pas al limit de la definicio.

En integracié estocastica també hi ha unes regles que ajuden en la manipulacié de les integrals,
és a dir, hi ha un calcul estocastic.

Aquest calcul estocastic té unes regles diferents del calcul ordinari. Recordem que vam co-

mentar que
1

t
1

/0 W, dW, = §Wt2 — 5t

que no és el que escriuriem en el calcul ordinari, on diriem que d(%Wf) = W, dW,.

Fem uns quants calculs intuitius:
Sigui :R — R, ¢ € C*°. Volem calcular %((p o Wh).

1
e(Wiyar) —o(Wi) = @' (W) (Wipar — We) + isﬁﬂ(Wt)(WHAt - W)+ ...
eWisar) —eWe) oo Wegae =We) 1, 00 (Wepae — We)?

Si W fos derivable,

%(g@ o W) = @’(Wt)%Wt (regla de la cadena)
o
d(p o Wy) = ¢ (Wy)dW,
o

t
goth:gooWoJr/ o' (W) dW
0

En el nostre cas, podem fer tot aixo igualment, perdo com que W;1ay — Wy té variacié quadratica
At, el segon terme del desenvolupament de Taylor no va zero, sino a %gp’ "(Wy). Ens queda

t

1 t
poWi=poWot [ W)W+ [ o (Wds.
0 0

Veurem que aquesta intuicio és correcta i que aixo és el que surt realment. Obtindrem una férmula
per composicions del tipus ¢(W;), perd ens podem posar ja d’entrada den una situacié una mica
més general.

11.0.1 Definicié {X,, t € [0,T]} S’anomena procés de Ité si és de la forma

t t
Xt:XO—F/fsds—F/gdes,
0 0
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on

{gs, s €[0,T]} € P[0, T] ,
T

{fs, s €[0,T]} és no-anticipatiu i / |fs(w)|ds < o0, q.s.,
0

Xo és Fo-mesurable.

11.0.2 Proposicié Si X és una procés de It6, aleshores
1) X és no-anticipatiu.

2) X té una versid amb trajectories continues.

Demostracio: g
11.0.3 Definicié Si X és una procés de It6 de la forma anterior, direm que X té diferencial estocastica
dXt = ft dt + gt th

en [0,7).

t
1 1
11.0.4 Exemple Si admetem que / WsdWy = §Wt2 — §t’ aleshores
0

t
WE:/ ds+/2WSdWS,
0

d’on W2 és un procés de Ité amb diferencial estocastica

dW?E = dt +2W, dW; .

11.0.5 Teorema
it Sigui X un procés de It6 amb diferencial estocastica

dXt == ftdt+gt th .

Sigui

e: [0, T] x R——R

(t, ) o(t,x)
Op Op 02
tal que B_f’ 3z’ 8—;; sén funcions continues en [0, 7] x R.
Aleshores Y; := p(t, X¢) és un procés de It6 en [0, 7] amb diferencial estocastica
_ 9y dp 1 ,0%
dY; = [E(t,Xt) + ft%(t, Xe) + 59t @(@Xt)} dt

(622 1, x)] aws

Demostracio: g

11.0.6 Exemples
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(1) Considerem el procés de Ito W, = fot dWs. Considerem ¢(t,x) = z2.

tl t
Wf:/ —-2ds+/ oW, dW |
0 2 0

d’on

/WdW W——t.

t
(2) Considerem X; = / sdWy. Integrant per parts,
0

t t
/ deg:tWtf/ Wsds .
0 0

Per la Férmula d’Ito,

(El mateix s’obté amb la Férmula de It6 aplicada a ¢(t,z) =tz i W;.)
t

Aquesta igualtat pot servir per calcular la llei de / Wy ds:
0

t m
/ Weds =1ty (Wi, — Wy, —Hh"mOZtk (Wi, =Wy, )
0 — —

m m

= lim (t—tp_1) (Wi, — Wi, ) ~ N(0, lim (t —tr_1)*(tr — th1)

— N, /Ot(t —)2ds = N(0,£%/3) .

11.0.7 Observacié
La Foérmula de It6 es pot expressar de manera més facil de recordar:

dp 102%p
PP, x,)dt + 22 572

dg@(t,Xt) or

o 2t X;) dX; + -

(t, X1) (dXy)?

(“regla de la cadena” o “férmula de les diferencials totals”) convenint que, al fer

(fedt + g dW;)? = f2(dt)? + g7 (AW})? + frge dt AW, |

cal usar
dtdtZO, dtthZO, thth:

férmules que s’apoien intuitivament en

(ty —tp—1)> — 0,

NE

E
I
-

NE

(tk - tk—l)(Wtk - Wtk—l) —0,

bl
S
S

-

(Wtk - Wtk—l)Q —t.

~
Il
-

11.0.8 Teorema (Férmula de It6 per n processos)
Siguin X*, i =1,...,n processos d’It6 amb diferencial estocastica

dX} = fidt+ gi dW; .
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dp 0O 0?

Sigui ©:[0,T] x R™ — R tal que —<'O, L4 , L , son funcions continues en [0,T] x R™.
at 31% 8xixj

Aleshores Y, == p(t, X}, ..., X)) és un procés de It6 en [0,T] amb diferencial estocastica

agp n n
dY:—tX dt tX dX;} tX dX’dX]
ET ot t) Jrch)x t) T3 ZZ&E% t)

11.0.9 Exemple
Siguin ¢(t, 71, 22) = 129, i dX} = fidt + gi dWy, i = 1,2. Aleshores

A(X} X}P) = X7 dX] + X} dX7 +dX} dX} .
Obtenim aixi una “Férmula d’Integracié per Parts”:

t t t
/deXj:thXfXéXg—/ Xslde—/ gs9: ds -
0 0 0

Per exemple,

t t t
/WSdWs:Wf—Wg— WedW, — [ ds,
0 0 0
que implica que
! 1., 1
WedW, = -W2 — ~t.
0 2 2

O

11.0.10 Exemple
De la Férmula de Ito, si X; = Wy i ¢(t,z) = p(x), tenim

PV = W)+ [ Wy aw,+ 5 [ v as

(“Teorema Fonamental del Calcul”), o
t ¢
[ e aw. = v~ pwa) - 5 [ o0 ds
0 0

(“Regla de Barrow”).
Per exemple, si ¢’(z) = 2™, obtenim

t
/W"dW PTG W(;L“)—g/ Wrlds
0

O

11.0.11 Exemple
Volem trobar un procés X; que satisfagui

d}(t:: )(tdpbe 3 t 2307
Xo=1.

Aixd és el que s’anomena “equacié diferencial estocastica” (molt senzilla). Equivalentment, podem

formular-la com

t
Xt:1+/ X, dW, .
0
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Si W, fos derivable, esscriuriem

ax, .. .
T’f =W, dt = d(log X;) = W, dt =
t

t
logXt:/ Wods = X, = eVt .
0

FALS!

Podem fer un raonament similar, pero usant la Férmula de It6, i obtindrem el resultat correcte:

1 1-1 )
1 1-1_, )
= ZXt awy — §—Xt2 Xi (dWy)

1
:th_idt7 =
1
log Xy = log Xo + W} — 3t =

1
Xt = exp{Wt - it} 3

(“funcié exponencial estocastica”).
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