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Processos estocastics

1. Processos estocastics

1.1 Processos estocastics reals indexats en Rt

Un procés estocastic real indexat en RY = [0,4oo[ és una familia de variables
aleatories reals {X;, t € R*} definides en un mateix espai de probabilitat (2, F, P).
Podem pensar-lo com una funcié

Rt xQ—X LR
(t,w) ——— Xy (w)
De la mesurabilitat de cada X; no es dedueix que aquesta funcié sigui mesurable respecte

la o-algebra producte B(R*) @ §. Quan ho és, diem que el procés és mesurable.
Per a cada w € €, el procés defineix una funcié

X (w): RT —R
th Xt(W)

que s’anomena trajectoria del procés. Per tant, també podem veure X com una apli-
cacié .
X:Q——RR

(1.1.1)

w—— X . (w)

+ ., N N s
on R®" és una notacié pel producte cartesia x R (de “R*t copies” de R), que no és
teRt

més que el conjunt de totes les funcions Rt — R.

1.2 Llei d’un procés estocastic

Draft Version:

Donat un espai de mesura (€2, §, 1) i una funcié mesurable X a valors en un altre
espai de mesura (E, €), es defineix la mesura imatge de p per X com la mesura px en
(E, €) definida per
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Processos estocastics

Draft Version:

Quan p és una probabilitat, X s’anomena variable aleatoria E-valuada i a la mesura
imatge corresponent ’anomenem la Ilei de X.

Si pensem un procés estocastic real com l'aplicacié (1.1.1) i posem en RE" una o-
algebra tal que X sigui mesurable, tindrem de fet una variable aleatoria RR+-Valuada, i
podrem parlar de la llei del procés X.

Quina o-algebra posem en RE"? La o-algebra natural en un producte cartesia és la
o-algebra producte, que es defineix com la més petita que fa mesurables les projeccions

Ty RE R
f——F(t);

equivalentment, com la generada pels conjunts
{r;'(B): B€B(R), tcRT} ;
equivalentment, com la generada pels cilindres:
{m !l . (Bix--xB,): Bi€BR), t; eRT, neN} ;
i de fet és exactament la o-algebra formada pels o-cilindres:
{r;'(By): By € B(R)’, JCRT numerable} |,

on B(R)” és el producte de “card J copies” de B(R), i 7w és la projeccié natural de RR*
en R/. Notem per ‘B(R)R+ aquesta o-algebra producte.

En el paragraf anterior, estem parlant de ’espai de mesura producte de copies de
(R,B(R)). Per la situaci6é general (espai mesurable producte d’una familia d’espais me-
surables {(Q;,8:) }ier), vegeu Williams [13], I1.5 (tot funciona igual).

Es comprova que si {X; : t € R} és un procés estocastic (és a dir, cada X;: Q2 — R
és mesurable), i considerem en RE" ]a o-algebra producte, aleshores X:Q) — RR" s
mesurable.

Seguim parlant de ’espai mesurable producte (RR+,§B(R)R+): Donada una proba-
bilitat P en aquest espai, podem considerar, per a cada J C R™ finit, la mesura imatge
de P per la projeccié 7y, definida com

Py=Por;! . (1.2.1)

Aquesta Py és una probabilitat sobre un producte finit de copies de (R, B(R)). La familia
de probabilitats {P; : J C RY finit} s’anomena distribucions en dimensié finita de P, i
compleixen, si K C J,

Pgx=Pjomy (1.2.2)

on 7y k és la projeccié natural de R’ en R¥.

Suposem que tenim ara una familia de probabilitats {P;, J C R* finit}, cadascuna
sobre R/, complint (1.2.2), anomenada propietat de consisténcia. La colleccié dels cilin-
dres de RE" ésuna algebra que genera la o-algebra producte. La propietat de consisténcia
ens assegura que es pot definir una funcié de conjunt additiva P sobre els cilindres que
compleix (1.2.1). Els teoremes de Carathéodory ens diuen que P es pot estendre a una
probabilitat (tinica) sobre la o-algebra producte si i només si P és numerablement addi-
tiva sobre els cilindres. L’extensié s’anomena la probabilitat limit projectiu de la familia
{P;: JCRT finit}, i compleix (1.2.1).
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Processos estocastics

1.2.1 Observacié

I, en efecte, aquesta additivitat numerable és certa. Es un cas particular del Teorema
de Daniell-Kolmogorov (Teorema 1.5.1).

De la discussié anterior, obtenim que la llei d’un procés estocastic queda determinada,
per les lleis en dimensié finita: {Px, . x, @ t1<---<t, €RT}L

tn

Es pot demostrar que B(R") (considerant en R™ la topologia producte, que és ’habitual
de R™) coincideix amb la o-algebra producte de n copies de B(R), o sigui, que B(R") =
B(R)". El mateix és cert amb una poténcia numerable, és a dir, B(RY) = B(R)N.

En canvi, no ho és per una poténcia no numerable: La o-algebra producte d’'una quantitat
no numerable de copies de (R, B(R)) és més petita que la o-algebra dels borelians de
I’espai topologic producte. Vegeu en el Corollari 2.4.2 una situacié en la que cal anar
amb compte amb aixo.

Hi ha una explicacié molt bona de perque passa aix0 en els paragrafs (4) a (8) de Kendall
[6]. Destaquem que en aquest fenomen la cardinalitat de R no n’és responsable: el mateix
passa amb conjunts de dos punts.

1.3 Representacié canonica

Draft Version:

Considerem la pregunta elemental seglient: Donada una probabilitat P en (R, B (R)),
existeix alguna variable aleatoria que la tingui per llei? La resposta és si, trivialment:
Prenem (£, 5) = (R, B(R)), hi posem com a probabilitat la mateixa P, i definim X : R —
R com X(w) = w (la identitat). Podem dir que X és la variable canonica corresponent
a aquesta llei.

El raonament funciona exactament igual substituint (R,B(R), P) per un espai de
probabilitat qualsevol. Per tant, sempre existeix un procés estocastic amb una llei do-
nada. La variable aleatoria X : Q — RE' és la identitat, i se ’anomena procés canonic
relatiu a la llei P.

Observacié tonta: En el planteig anterior tenim llibertat per escollir ’espai mesurable
de base (2, F). Si aquest no fos el cas, la resposta podria ser negativa; per exemple, si
és finit, no es pot tenir definida en (€2, §) una variable aleatoria amb llei N(0,1). L’espai
(©,%) ha de ser “prou ric”, per tal que es pugui fer.

Al prendre (Q,F, P) el propi espai de probabilitat on tenim definida la pressumpta
llei, estem fent també una eleccié “canonica”; és el espai canonic relatiu a aquesta llei.

Donat un procés Y:Q — RR+, sobre un espai de probabilitat qualsevol (92, F, P),
amb llei Py = PoY ™!, el procés canonic associat amb Y és el procés definit per

Xt(w) = w(t)

en l'espai de probabilitat
R* BR)™, Py)

Estudiar processos estocastics es redueix a estudiar la variable identitat? No. Se-
gons el cas, es convenient o no utilitzar la representacié canonica d’un procés. Amb la
representacié canonica, les trajectories sén senzilles de representar, pero les lleis de proba-
bilitat poden ser complicades. Pot convenir tenir la situacié contraria. Per altra banda,
sempre que hagim de considerar a la vegada dos processos X, Y, no podem obviament
prendre la representacié canonica per tots dos a la vegada. Igual passa amb variables
aleatories valuades a R; per exemple, X i —X no poden ser la identitat totes dues a la
vegada, en general.
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1.4 Extensions de la representacié canonica

Draft Version:

Suposem que volem parlar d’una certa propietat de les trajectories d’un procés es-
tocastic; per exemple, volem dir que un cert procés té trajectories continues amb proba-
bilitat 1. Aix0 equival a dir que Px(C(RT)) = 1.

Moltes de les “propietats bones” que podem demanar a les trajectories d’un procés
son d’aquest tipus: Hi ha un cert conjunt I' C RE" ila propietat s’expressa com “X (w) €
r.

Pero pot passar facilment que I' ¢ ‘B(R)R+. L’espai RE" és molt gran i la o-algebra
‘B(R)R+ és molt petita. Com a regla bastant fiable a seguir, si la propietat en qiiestié
depen només d’'una quantitat numerable de coordenades de la trajectoria, sera a ‘B(R)R+;

si depen de manera essencial d’una quantitat no numerable, no hi sera. Aixi, per exemple,
C(RT) ¢ BR)F".

Vejam com se solucionen aquestes problemes:

Suposem que tenim un espai de probabilitat (Q,F, P), i sigui Y = {Y;, t € RT} un
procés estocastic sobre aquest espai.

Siguin (RR+,%(R)R+,Py) Pespai canonic i X;(w) = w(t) el procés canonic.

Suposem que Y té trajectories amb les propietats {T'x}xea, en el sentit precis
segiient:

Per a cada X\, Y.(w) € Ty C RR+, per a tot w fora d’un conjunt Ny € §, amb
P(Ny) =0.

Podem suposar sense perdre generalitat que tota interseccié numerable de conjunts
de {T'x}aea és altre cop de {T'x}aca (si no hi és, la hi posem).
Definim D’aplicacié

(2,3, P) —L— R*BR)*, Py)
wr Y. (w)

que assigna a cada w € Q la trajectoria Y.(w). Es trivial que:
a) T és mesurable.
b) La mesura imatge de P per T és Py.
¢) Y=XoT.
Ara, suposem primer que I'y € ‘B(R)RJr, Aleshores T~(T'y) és un conjunt de § que
conté 2 — Ny. Com que P(2 — N,) =1, tindrem Py (I'y) = 1, i no hi ha cap problema.
SiT, & B(R)®", encara tindrem que, si B és tal que 'y C B € B(R)F",

T-YB)>T1T)) DQ— N,

i Py(B) = P(T7Y(B)) = 1, com abans. Aixo implica que I'y té mesura exterior 1
respecte %(}R)]R+ iPy.
En resum, tenim que, VA € A, I'y té (%(R)]W,Py)—mesura exterior 1.

Sigui %(R)R+ [T] la més petita o-algebra que conté B(R)E" i tots els conjunts T'y.
Resulta que existeix una tnica extensié de Py a EB(R)R+ [['] que déna mesura 1 a tots

els I'y. Es intuitiu, perd no evident. Per una demostracié, vegeu Meyer [9], Capitol II,
Teorema 27.
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1.4.1 Teorema

1.4.2 Observacié

1.4.3 Exemple

Amb tot aixo, arribem a ’enunciat segiient:

Donats un procés Y definit en un espai qualsevol (Q,§, P), ¢ una famdlia {T'x}xen, tan-
cada per interseccio numerable, de “bones propietats” que les trajectories de'Y poseeixen
P-q.s., existeix una unica extensio minimal

(R®",B(R)*[T], Py (L))

de l’espai canonic
R, BR)M, Py)

que fa mesurable cada Ty i li dona probabilitat 1.

La probabilitat a ’espai estes depen també de la familia {T')}xea, perque dues families
diferents podrien ambdues fer mesurable un cert conjunt I' de mesura exterior 1 respecte
%(R)R+ i Py, i les extensions donar-1i mesures diferents.

Aixo pot passar perque poden existir conjunts amb mesura exterior 1 tals que el seu
complementari també té mesura exterior 1 (vegeu 'exemple que segueix). Un tal conjunt
tindra mesura 1 en una extensié i mesura zero en una altra.

Sigui I' C RE" ] conjunt format només per la funcié identicament zero. I' és un borelia
de RR+, pero I' ¢ ‘B(R)HV,

Considerem la probabilitat u sobre els borelians que fa u(T') = 1. La restringim a B(R)E"
Aleshores I tindra mesura exterior 1, perd I'® també, perque 'inic element de %(R)RJr
que el conté és el total RE™.

Una conclusié d’aquest exemple és que no hi pot haver una extensié canonica univer-
sal, que estengui totes les altres. Pero el que importa és que sempre podrem “realitzar”
les bones propietats que tingui un procés definit en un espai qualsevol mitjangant una
extensié adequada de I'espai canonic.

1.5 Processos estocastics més generals

Parlarem sempre de processos estocastics a temps continu amb espai de parametres
R = [0, +oc[, llevat que s’indiqui el contrari. Una situacié més general seria T C R,
i per certes questions no seria indiferent si 7' té minim o no. La situacié més general
correspon a considerar com a espai de parametres un conjunt qualsevol T'.

Quant a l'espai d’estats (’espai mesurable on prenen els seus valors les variables del
procés), sera habitualment (R,B(R)) (processos reals) o (R% B(R?)). La situacié més
general és aquella en que ’espai d’estats és un espai mesurable qualsevol.

El Teorema de Daniell-Kolmogorov ens assegura ’existéncia de processos amb una
familia consistent fixada de distribucions en dimensi6 finita en una situacié forga general.

1.5.1 Teorema de Daniell-Kolmogorov (Daniell,1918; Kolmogorov, 1933)

Draft Version:

Sigui E un espai polonés (i.e. métric, separable i complet), i considerem l’espai mesurable
(B, B(E)).

Sigui I un conjunt d’indexos de cardinalitat arbitraria.

Sigui {Py, J C I finit} una famdlia de probabilitats complint la propietat de consisténcia
(1.2.2).
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Draft Version:

Aleshores existeixz la probabilitat limit projectiv de la familia sobre [’espai mesurable
(EI7%(E)I) ]

El fet crucial que permet que I’enunciat funcioni és que tota probabilitat P sobre
un espai polonés (sempre amb la o-algebra de Borel) és ajustada: Per a tot B borelia,
existeix un compacte K C B tal que

P(B-K)<e

El Teorema de Daniell-Kolmogorov ens déna immediatament ’existéncia de pro-
cessos amb una familia de distribucions en dimensié finita donada, en el cas E polones
(almenys tindrem segur el procés canonic).

Observacié marginal: Ocasionalment, es pot veure el Teorema 1.5.1 amb les hipotesis:
E Hausdorff, compacte i complint el segon axioma de numerabilitat (i.e. la topologia té
una base numerable). Pero resulta que aquestes hipotesis impliquen (no és del tot trivial)
que l'espai és separable, metritzable i tota metrica déna lloc necessariament a un espai
metric complet. Per tant, aixo no és important, i 'enunciat 1.5.1 és més general.
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Esperanca i probabilitat condicionades 7

2. Esperanca i probabilitat condicionades

Sobre esperanga i probabilitat condicionades, hi ha moltes idees intuitives a Ash [2],
Cap. 6, i Williams [14], Cap. 9.

2.1 Esperanca condicionada

2.1.1 Proposicié

Draft Version:

Una mesura signada (o mesura real) p en un espai mesurable (€2, F) és una funcié
de conjunt u:§ — R o-additiva. El Teorema de Radon-Nikodym és valid per a mesures
reals, en el sentit segiient: Si y és una mesura signada i v és una mesura positiva o-
finita, aleshores p és absolutament continua respecte v (i.e. v(A) =0 = p(A) = 0) sii

3f € LY(Q,5,v) tal que u(A) = / fdv . Aquesta f és tnica v-q.p.t.
A

Sigui (0,5, P) un espai de probabilitat.

Sigui & una sub-o-dlgebra de §.

Sigui X € LY(Q, 5, P).

Aleshores, ezisteiz un tinic element E [X /@] € L*(Q,®, P) tal que

/XdP:/E[X/@]dP , VBe6
B B

Demostracio: Sigui p la mesura signada definida per
u(A):/XdP , A€eF
A

1 és absolutament continua respecte P. Ho segueix sent si considerem p i P definides
només sobre &. Pel Teorema de Radon—Nikodym, existira una densitat (signada) f,
mesurable respecte &, tal que

M(B):/deP , Be®
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8 Esperanca i probabilitat condicionades

E [X / Qj] := f compleix obviament les propietats enunciades, i és unica com a element
de L'(Q, 8, P).

2.1.2 Definicié
La variable aleatoria E [X / Qj] de la Proposicié 2.1.1 s’anomena esperanca de X condici-
onada a &.

2.1.3 Exemple
Si & esta generada per una particié By, ..., B, de Q, amb P(B;) > 0, Vi, aleshores

E[X/g] =§;(ﬁ/&XdP)-lBi

Més en general, si B és un atom de & (i.e. Ac 8, ACB= P(A)=00P(B—-A)=0)
amb P(B) > 0, aleshores

E[X/Qj]—%/BXdP , q.s. sobre B

2.2 Definicié alternativa de I’esperanca condicionada

La segiient és una construccié alternativa de la esperanga condicionada, forga elegant
i que en proporciona una caracteritzacié util.

Considerem 'espai de Hilbert L?(Q,§, P). Sigui & una sub-o-algebra de §. L’espai
L?(, ®, P) és un subspai tancat de L2(,§, P).

2.2.1 Definicié
Es defineix I'operador esperanca condicionada a ® en L?(2,§, P) com la projecci6 sobre
L?(Q,8, P):
m: L?(Q,F, P) —— L%(Q, 6, P)
E———— () = E[¢/g]

2.2.2 Proposicié
E[§/®] és linic element de L*(Q,®, P) tal que

/BgdP:/BE[f/es]dP , VBe® |

1 €s per tant l’esperanca condicionada definida abans.

Demostracié: El conjunt de funcions {15, B € &} formen un sistema total en L?(£2, &, P).
Per tant, E [f/qﬂ queda tUnicament determinat pel fet que £ — E [5/@5]L15, VB e ®. O
sigui,

/Q(EfE[E/@})-leP:o ,

d’on surt immediatament ’enunciat. g

Finalment, L?(Q, §, P) és un subspai dens de L*(£2, §, P). Si comprovem que I'operador
esperanca condicionada és acotat en la norma de L!, s’entendrd per continuitat a un
operador acotat en L'(£,F, P), i queda completa la identificacié amb la construccié de
I’Apartat 2.1. En efecte,

IE[&/e]l: =E[|E[E/e]l] <E[E[El/e]] =El¢) = ¢,

aplicant la Desigualtat de Jensen, la Propietat de la Torre, i la Conservacié de I’Esperanga
de 'apartat segiient.
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2.3 Propietats de ’esperanca condicionada

Aixo és una llista de propietats de l'esperanca condicionada. Es poden demostrar
només per a variables de L?, i s’estenen automaticament a variables de L', per con-
tinuitat, segons l'extensié de I’Apartat 2.2. Per les demostracions, vegeu, per exemple,
Williams [14]. Se suposa que totes les variables aleatories que hi apareixen sén de L*.

1) Conservacié de I'esperanca: E [E [X/g]] = B[X]

) Linealitat: E [01X1 +a2X2 /@] = a1 E [X1/g] + a2 E [X2/g]

) Positivitat: X >0 = E[X /@] >0 . Corollari: Monotonia.

4) Convergéncia monotona: 0 < X, /' X,VneN, qs., = E [Xn/Qj] S E [X/qj]

) Fatouw: 0 < X,,, Vn €N, q.s., = E[Im Xy /@] < lim E [Xn/g]

6) Convergéncia dominada: |X,| <Y € L',vneN,i X,, —» X, qs.,, = E [Xn/@] —
E[X/e]

7) Desigualtat de Jensen: ¢: R — R convexa, p(X) € L', = ¢(E [X/g]) <E [‘P(X)/Qj]
. En particular, |E [X/qj] |p < E [|X|p/Q5], si 1 < p < oo. I prenent esperances,
IE [X/&]ler <[X][ee-

8) Propietat de la Torre: Si &' és una sub-o-algebra de &, aleshores E [E X/ 8] /'] =
B[/ o]

9) ‘Allo que és mesurable surt fora’: Si X € LP,Y € LY, on 1/p+1/g=1,1 < p,q < o0,
i Y és G-mesurable, aleshores E [XY /g] = YE[X/@] . En particular, si X és
®-mesurable, B [X /] = X

10) ‘Allo que és independent desapareix’: Si &’ és una o-algebra independent de & i
o{X}, aleshores E [X /g v '] = E[X/@] . En particular, si X és independent
de 8, E [X /@] = E[X]

11) Propietat de substitucié: Siguin X; variables aleatories F;-valuades, on (E;, &;) sén

espais mesurables, i = 1,2, 1 ¢: E1 x F5 — R funcié mesurable. Si X; és G-mesurable,
i h(X1,X5) és integrable, aleshores E [M(X1, X2)/g] = E [h(a, X2) /]

lamx,

La propietat 7 ens diu, en particular, que I'operador esperanca condicionada és de
norma 1 de LP en LP, 1 < p < co. Aix0 també és cert per L, perque per a mesures
finites es té || - |p —— | - |Loe-

p—00

2.4 Teorema de factoritzacid

2.4.1 Teorema de factoritzacié (general)
Sigui 0 un conjunt.
Sigui (E, €) un espai mesurable.
Siguin X:Q - R ¢ Y:Q — E dues aplicacions.
Aleshores, X és o{Y }-mesurable sii existeiz una funcid p: E — R, (&, B(R))-mesurable
tal que
X =(Y)

Draft Version: 2000/7/8. A. Alabert
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Demostracio: Posem en marxa la maquina habitual:
Suposem X = 14, A € o{Y'}. El conjunt A es pot expressar A = Y ~!(B), per un
cert B € €. Prenem ¢ = 1p i ja esta.
n

Suposem X = > a;14,. Siguin Bj,..., B, tals que A; = Y~!(B;). Prenem ¢ =

i=1
n
> ailp,.
=1

Finalment, usem que tota funcié real mesurable és limit puntual d’una successié de
funcions elementals. Sigui {X,,},en una tal successié convergint a la funcié mesurable
X. Tenim que X,, = ¢, (Y), per certes ¢,, mesurables. Definim ¢ = lim ¢, alla on el

n—oo

limit existeixi, i ¢ = 0 on no existeixi. Llavors,

X(@) = lim X,(@) = lm ¢, (Y(@) =¢(Y@) . o

n—oo n—oo

En Williams [14], Ap. A.3.2, hi ha una demostraci6 usant el Teorema de les Classes
Monotones.

2.4.2 Corollari
Si{Y:}ier és una familia arbitraria de funcions Q — R, aleshores X:Q — R és o{{Y; }icr}-
mesurable sii existeix un conjunt numerable d’indexos J C I i una funcié ¢:R7 — R,
(B(R7), B(R))-mesurable, tals que

X =p((Yj)jer)

Demostracio: Considerem les composicions

Vi Q—Y (R B(R)!) —Ti (R, B(R))

Wh— (Yi(w))ieI —_— Yz(w)

En aquesta situacié, donada una o-algebra qualsevol en 2, Y és mesurable sii Vi, Y; és
mesurable.

A partir d’aix0, és immediat que o{Y'} = o{{Y; }ics}.

Aplicant el Teorema de Factoritzaci6 2.4.1, X és o{Y }-mesurable sii existeix p: R! —
R, (B(R)!,B(R))-mesurable, tal que X = ¢(Y).

Pero la o-algebra B(R)! esta formada pels o-cilindres. Per tant, ¢~ (R) ha de ser un
o-cilindre, el que equival a dir que ¢ depén d’una quantitat numerable de coordenades. O
sigui, per un conjunt numerable .J, ¢: R/ — R ha de ser mesurable respecte les respectives
o-algebres de Borel (vegeu Observacié 1.2.1). g

2.4.3 Corol'lari
SiY:Q — R"™, aleshores X:Q — R és o{Y }-mesurable sii existeix una funcid mesurable

p:R” — R tal que
X =¢(Y)

Demostracié: Es conseqiiéncia immediata del Corollari 2.4.2.

Draft Version: 2000/7/8. A. Alabert
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2.5 Esperanca condicionada per variables aleatories

2.5.1 Definicidé

Draft Version:

Donada una familia arbitraria de variables aleatories {Y;}icr, 'esperanga d’una variable
X condicionada a la familia {Y;};e; és lesperanga de X condicionada a la o-algebra
® = o{{Yi}icr}. S’escriu habitualment

E[X/Y;, iGI] -0

Per exemple, una conseqiiéncia de les propietats 10) i 11) de ’Apartat 2.3 és: Si X

i X5 sén independents, i h és integrable, aleshores E [h(Xh XQ)/Xl] = E[h(a, XQ)]‘a:Xl.

En els tractats elementals de probabilitat s’intenta donar sentit a I'expressié E [X Y = y]
com un valor numeric que representa el valor mitja de X un cop se sap que Y ha pres el
valor y. Vejam com es pot fer des d’un punt de vista avangat:

Suposem que Y:Q — FE és una variable aleatoria a valors en un espai mesurable
(E, €). Com que l'esperanca condicionada E [X /y] és 0{Y }-mesurable, pel Teorema de
Factoritzacié 2.4.1, existeix ¢: (E, €) — (R, B(R)) tal que

E[X/y]=¢oY

Definim
E[X/y =y =)
Podriem dir que E [X /Y = y] és el valor que pren la variable esperanga condicionada en
un w tal que Y (w) = y. Perod cal anar amb compte perque, com es veu en la demostracié
del Teorema 2.4.1, la funcié ¢ és unica llevat de conjunts de probabilitat Py nulla. Per

tant, de fet els valors concrets ¢(y) no estan en general ben definits. Només tenen un
sentit global. Globalment, la funcié ¢ queda caracteritzada per la igualtat

/ X(w) Pldw) = / B [X /y](w) P(dw)
Y—1(B)

Y-1(B)
— [ e Pa) = [ o) Py
Y-1(B)

B

pel Teorema de la Mesura Imatge.
Resumint, sén valides les expressions:

1) /AXdP:/AE[X/y]dP , VAeo{Y}

_ Xy _
2) /Yl(B)XdP /BE[ /Y =] Pr(dy) , VBeB(R)

2000/7/8. A. Alabert
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2.6 Probabilitat condicionada

2.6.1 Definicidé

2.6.2 Definicié

Draft Version:

Sigui (€2, §, P) un espai de probabilitat.

Sigui & una sub-o-algebra de §.

Sigui A € §.

Anomenem probabilitat de A condicionada a & a la variable aleatoria

P(A/g) =E[ls/e] . o

Pensem ara en l'esperanca condicionada com una funcié de conjunt que esta de-
terminada excepte conjunts de probabilitat zero. Es facil veure que es compleixen les
propietats segiients:

1) P(w/qj) =0, g.s.
2) P(Q/@,) =1, qgs.
3) AcB=P(A/e) < P(B/g), as.

4) V{A,}nen C &, disjunts dos a dos, P(:L:j)1 Anjg) =3 P(An/@), as.

n=1

Podem pensar que tenim ’aplicacié

p:QAXEF R
(wvA) >—>p(w, A) = P(A/ﬁ) (w)

i voldriem que p(w,-) fos una probabilitat en (£2,F), si més no P-q.p.t. w. Ho és? La
pregunta precisa és:

Es possible escollir, per a cada A € §, un representant de la variable aleatoria
P(A/@) de manera que p(w, ) sigui una probabilitat en (€2, §)?.

També es pot formular la pregunta d’aquesta altra manera: Es possible escollir, per
a cada w € ), una probabilitat p(w,-) tal que es tingui la igualtat

E[X/e] W) = /Q X () plw, do’) 7

En general, no; gairebé sempre, st.

La dificultat és que en la propietat 4) anterior la igualtat pot fallar en un conjunt
de probabilitat zero associat a la familia {A,, },en. Pero de families numerables n’hi ha
una infinitud no numerable, en general. Per tant, no podem assegurar d’entrada que,
llevat d’un conjunt de probabilitat zero, se satisfagui la igualtat per a totes les possibles
families.

Vegeu en Williams [13], pag. 56, un exemple de situacié en la qual no és possible fer
que p(w, ) sigui una probabilitat P-q.p.t. w. (No és facil.) Un resultat positiu general és
el del Teorema 2.6.3.

Sigui (€2, §, P) un espai de probabilitat.
Sigui & una sub-o-algebra de §.

2000/7/8. A. Alabert
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2.6.3 Teorema

2.6.4 Teorema

Draft Version:

Una probabilitat condicionada de P a & és una aplicaci

p:AxF——R
(w, A) plw; A)

tal que
1) VA€ g,
p(-,A): Q—R
s plw, A)
és una versié de la probabilitat de A condicionada a &, és a dir:

a) p(-,A) és B-mesurable.
b) VG € ®, P(ANG) = / 14dP = / D A)(w) Pdw).
G G
2) P-q.p.t. w € Q,

és una probabilitat en (€, §).

Sigui ) un espai polonés (i.e. métric, separable i complet).
Siguin § = B(Q), i P una probabilitat en (,5F).
Sigui & una sub-o-algebra de §.
Aleshores:
1) Euzisteiz una probabilitat condicionada de P a .

2) Sipip son dues d’elles, p(w,-) = p(w,-) excepte potser en un conjunt de & de
probabilitat zero.

Podeu veure una demostracié d’aquest Teorema en Stroock—Varadhan [11] (Teorema
1.1.6).
Encara podem considerar una situacié una mica més general:

Sigui (Q,§, P) un espai de probabilitat, i sigui Y:Q — Q' una funcid mesurable de (2, F)
en un espai mesurable (', F'), on Q' és polonés i §' = B(Y).

Sigui & una sub-o-dalgebra de §.

Aleshores, existeix una “llei condicionada” de'Y a &. Amb precisio:

FEristeix una aplicacio

pQAxF —R
(W’B) '—>p(va)

tal que
1) VBeg,
p(-,B): Q—— R
w——p(w, B)
satisfa

a) p(-, B) és G-mesurable.
b) WG e ®, P({Y € BYNG) = /G 1iyep dP = /Gp(-, (¥ € BY)(w) P(dw).

2000/7/8. A. Alabert
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2.6.5 Proposicié

2.6.6 Teorema

Draft Version:

2) P-g.p.t. w € Q,

és una probabilitat en (', §'). g
Demostracid: Vegeu per exemple Ash [2], Teoremes 6.6.4, 6.6.5,1 6.6.6.

En particular, del Teorema 2.6.4 es dedueix el Teorema 2.6.3, si prenem (Q,§) =
(V,F) 1Y igual a la identitat. Naturalment, R i R sén espais polonesos, i el teorema
es pot aplicar en aquest cas (lleis condicionades de variables i vectors aleatoris).

L’esperanca condicionada es pot calcular a través d’una probabilitat condicionada:

Sigui X € L*(Q,5, P).
Sigui p una probabilitat condicionada de P a la o-algebra & C §.
Aleshores, P-q.p.t. w € Q, X és integrable respecte p(w,-) i

/Q X () plw, do') = E [X /] (@)

Demostracid: Es fa usant la maquinaria: Indicadors, elementals, positives, arbitraries.

Introduint una petita hipotesi més a les situacions generals considerades, treurem
encara més conseqiiencies sobre la probabilitat condicionada.

Es diu que una o-algebra & és numerablement generada (o també separable) si
existeix una familia numerable {Ay, }neny C ® tal que o{{4, tnen} = &.

Observacié previa al teorema segiient: Si § és la o-algebra de Borel d’un espai
polones, es pot demostrar que és numerablement generada. Pero una o-algebra numera-
blement generada pot contenir sub-o-algebres que no ho siguin.

En la situacio del Teorema 2.6.3, suposem a més que & és numerablement generada.
Aleshores, es pot escollir laplicacié w — p(w,-) de manera que

pw,A) =14(w) , YweN VAe® . (2.6.1)

Demostracio: La idea és: Sabem que, si A € &,

pw,4) = P(4/g)(w) =1a(w) , ¢s.

Tindrem aquesta igualtat per a tot A pertanyent a una algebra de cardinalitat numerable
que genera &. La unié dels conjunts de mesura zero on falla la igualtat torna a ser de
mesura zero, i per tant,

p(w,A) = 1A(w) )

per a tot A d’aquesta algebra, excepte en un conjunt de w’s de & i probabilitat zero.

2000/7/8. A. Alabert
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2.6.7 Definicié

Draft Version:

Finalment, la igualtat s’estén a la o-algebra generada &, i el q.s. es pot treure
escollint una versié pertinent.

En particular, si A(w) és 'atom contenint w, que es defineix com el conjunt
Alw):=nN{Ae®: we A} |
i que es pot demostrar que pertany a & si aquesta o-algebra és numerablement generada,

es té que
plw, Aw)) =1

Si p és una probabilitat condicionada que compleix (2.6.1), és diu que p és una versié
regular de la probabilitat condicionada de P a .

Conseqiiencia de tot aixo és que sempre existeix una versié regular de la “llei” d’un
vector aleatori condicionada a un altre vector aleatori.

2000/7/8. A. Alabert
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3. Motivacio dels processos de Markov

3.1 Motivacid

Draft Version:

Hem vist que la llei d’un procés estocastic queda determinada per la familia de lleis
en dimensié finita. Considerem els dos casos particulars seglients:

Totes les variables aleatories del procés sén independents entre si. Aixo equival a
dir, per la definicié d’independencia de variables aleatories, que les lleis en dimensié finita
del procés sén probabilitats producte en R™, p; X - -+ X pj.

Un altre cas molt particular és aquell en que les variables estan relacionades per
una equacié diferencial ordinaria (i la primera variable X determinaria totes les altres
variables), o més generalment, per qualsevol relacié funcional del tipus X; = F (¢, Xo).

Aixo so6n dos extrems. Els casos interessants solen estar entre mig. Al primer extrem,
I’atzar intervé tan fortament a cada instant de temps que el passat no importa en absolut
per saber que esta passant ara o qué passara en el futur (intuitivament, les trajectories
del procés seran molt discontinues). Al segon extrem, 'atzar només intervé al principi (o
fins i tot ni aixo). Després, tot el futur esta determinat totalment pel valor de la variable
inicial.

Els cassos interessants sén aquells en que hi ha una intervencié de 'atzar en cada
instant de temps, perd també hi ha alguna influéncia del passat (per exemple, imagineu
un procés amb trajectories continues).

Que vol dir influencia del passat? En principi, cada variable X; d’un procés té una
llei. Pero llevat de les situacions d’indepéndencia, el coneixement dels valors que han pres
altres variables en instants anteriors (o posteriors) a ¢t modifica el que podem esperar de
la variable X;. Aquesta modificacié és el que formalitzem amb les probabilitats condi-
cionades. Suposem per exemple que coneixem els valors de les variables Xy, ,..., Xy, .
Aleshores, el que interessa de Xy, és la seva llei condicionada a aquests valors, és a dir,
les quantitats

P(th S B/Xt1 :3317._.7th71 :xj—l) , BeBR)

La idea de procés de Markov és la de que tota la informacié de que es disposa sobre
el passat es pot resumir en la informacié que conté la ultima de les variables del passat
que considerem:

P(th € B/th =x1,...,Xs :xj,l) = P(th € B/thfl = acj,l)

Jj—1

2000/7/8. A. Alabert
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Ve a ser 'analeg aleatori del que passa amb sistemes deterministes governats per una
equacié diferencial ordinaria amb unicitat respecte el problema de Cauchy: Un valor
donat en un instant de temps determina el sistema en instant posteriors; no es necessita
informacio sobre on estava abans el sistema. De fet, també el passat queda determinat,
i aqui passa el mateix:

P(th € B/th+1 = ‘TjJrl) LY Jth = xn) = P(th € B/Xt]‘+1 = x]+1)
(Ho veurem més endavant, un cop ben establertes les definicions.) No importa com
formulem de manera rigorosa el concepte de procés de Markov (que es pot fer de maneres
diverses equivalents), aquesta és la idea que cal tenir sempre en ment.

3.2 Exemples: Processos de Wiener, d’Ornstein—Uhlenbeck i de Poisson

3.2.1 Definicid

3.2.2 Exercici

Draft Version:

Hi ha moltes maneres més o menys equivalents de definir el procés de Wiener. Per
fixar idees, utilitzarem la seglient:

Un procés estocastic real W = {W;, t € RT} és un procés de Wiener si
1) Es continu.
2) Té increments independents del passat.

3) Per a tots 0 < s < t, Wy — Wy és una variable aleatoria gaussiana amb esperanga
zero i variancia o2 (t — s), per algun o2 > 0.

Un procés de Wiener comenca en x € R si Wy =z, g.s.
Si a més, 02 = 1, W s’anomena procés de Wiener estandar comencant en x € R.

La funcio
Flaity) = @rt) 2 exp{—(y —0)?/2t} , >0 (3.2.1)

esta relacionada amb el procés de Wiener. Es la seva funcio de densitat de transicid.
Aixo s’interpreta en el sentit segiient: Si el procés esta a l'estat x a l'instant s, aleshores
la probabilitat que el procés es trobi en un petit interval de longitud dy al voltant de y
en un instant posterior r és

flxsr —s,y)dy

La independencia del passat i el futur del procés quan es coneix el seu estat en el
present és la propietat de Markov del procés de Wiener.

Usant la forma explicita de p (3.2.1) es comprova que
/ f(zys,y)p(yst,2) dy = p(z;s +t,2) (32.2)
R

z,z € Ris,t>0. Es un cas particular de la férmula (5.1.2), més endavant.

La igualtat (3.2.2) es pot expressar de la manera segiient: Definim

Ty(g) :=/Rf(x;t,y)g(y) dy

2000/7/8. A. Alabert
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3.2.3 Definicid

3.2.4 Definicid

aplicacié que tranforma funcions en funcions (oblidem de moment en quin espai de fun-
cions I’hem de definir). Llavors (3.2.2) implica

TS O Tt = Ts+t

Es diu que la familia d’operadors {T}};cgr+ és un semigrup. Veurem més endavant que
aix0 és un fet general dels processos de Markov, que ens permetra usar la teoria de
semigrups per estudiar-los.

Un procés estocastic real X = {X;, t € R} és un procés de Ornstein-Uhlenbeck amb
parametre v > 0 si

1) Xo~ N(0,1).
2) E[X{] =0, E[X,X;] =e (%) Vst cRT.

El procés d’Ornstein—Uhlenbeck té funcié de densitat de transicié

. _ 1 (y — xze™?)
f(x,t,y) - —)exp{ -

2
2m(1 — e=21 2(1 — e=27) } ’

amb la mateixa interpretacié que per al procés de Wiener.

Un procés estocastic real X = {X;, t € RT} és un procés de Poisson amb intensitat
A>0si

1) Xo=0.
2) X;— X ~ Pois(A\(t — 5)). Vs, t € RT.
3) Té increments independents del passat.
En aquest cas no hi ha densitat de transicid, perque el procés pren valors en N, pero

és un procés de Markov i es podran definir unes “probabilitats de transicié”, encara que
no tinguin densitat respecte la mesura de Lebesgue.

3.3 Més idees intuitives

Draft Version:

Suposem per simplificar que les lleis en dimensi6 finita d’un procés {X;, t € RT} s6n
absolutament continues respecte la mesura de Lebesgue. Notem f Xy Xt la densitat de
(Xieyyooos X ) 1 fxy, X | la densitat condicionada de (Xy,,...,Xy,)

Xs1=Y15--: X5, =Ym
donats X, = y1,...,Xs,, = Ym.

La propietat de Markov ens diu que si t; < --- < t,,

thn ({E) = thn

()

|Xt1:y17---,th,1:yn—1 ‘th,liyn—l

L’us d’aquesta propietat simplifica coses. Per exemple, la formula general

Ixo X0, %0, (U1, 92,93) = fx,, x (y3) - fx,, X, s (y2) - fx,, (y1)
ty t1—

=y1,Xt,=Y2

s’expressara, per un procés de Markov,

th:laththg (ylay27y3) = thg‘X (y3) 'thle (y2) 'thl (yl) 5

to =Y2 t1=Y1
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Draft Version:

i en general

thl""’an (yl» e 7yn) -

thn‘Xt, (yn) .thnfl‘X (yn—l) 'thQ‘Xr (yQ) 'thl (yl)

n—1-Yn—-1 tn_o=Yn—2 1 =Y1
Intuitivament, veiem que la densitat de la primera variable del procés i les densitats

condicionades fx, Ix.—. determinen la llei del procés. Aquest és un fet general que veurem

s

en el Capitol 5.
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4. Processos de Markov

4.1 Independencia condicionada

4.1.1 Proposicié

Draft Version:

Recordem que els espais LP(2,F, P), 1 < p < oo (abreviat LP(2) o LP quan no hi
ha possibilitat de confusié) estan formats per classes de variables aleatories X modul la

relacié d’equivaléncia P-q.s. que compleixen / |X|P dP < 0o. Sén espais de Banach amb
Q
1/p
la norma | X|p» := (/ | X|P dP) . L’espai L? és de Hilbert amb el producte escalar
Q

(X,Y) ::/XYdP.
Q
També es poden considerar de la mateixa manera els espais LP amb 0 < p < 1, que
sén espais metrics complets amb la distancia definida per d(X,Y) := / |X —Y|PdP
Q

(si p > 0) i per la distancia definida per la convergéncia en probabilitat si p = 0 (L° és
Pespai vectorial de totes les variables aleatories), perd en aquests casos la relaci6 entre la
estructura algebraica i 'estructura topologica és molt dolenta.

Es defineix L*>° com ’espai de classes d’equivaléncia de variables aleatories tals que
| X Lo := esssup | X| < oco. També és de Banach. Si p < ¢, aleshores L? C LP. Es té:

IS . . IPSLIS ... D>, ..

Sigui (0,5, P) un espai de probabilitat.
Siguin Ay, Ao, B sub-o-dalgebres de §.
Aleshores son equivalents:

i) VQ41 S 2&1, V942 € 2&2,

P(A1NAz/) = P(A1/g)P(A2/8) , qs.

ii) Ve € L2(Q, 241, P), Vés € L2(Q,2As, P),
E[&i&2/p] =E[S1/8]E[S2/8] . ¢
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4.1.2 Exercici

4.1.3 Definicio

4.1.4 Proposicié

4.1.5 Definicio

4.1.6 Proposicié

Draft Version:

iit) V&1, & pertanyents a un sistema total (Total=generen un subspai vectorial dens) de
L2(Q,2, P) i L?(Q,%s, P), respectivament,

E[&i&/p] =E[&1/8]E[S2/8] . g¢s

La proposicié anterior és certa.

En les situacions de la Proposicié 4.1.1, diem que 2 i 25 sén condicionalment indepen-
dents donada B i ho notem
2 J%L A . o

Es nota habitualment per 2V B la o-algebra generada per U8B, que esta generada
per la familia de conjunts {ANB: A€, B e B}.

Si Ay 1 Ay son sub-o-dlgebres de Ay VB i Ao VB respectivament, aleshores

2, L2ty = 2y 1L 21,
B B

Demostracid: Notem 5}1 = 2; V8. Un sistema total de L?((, Ay, P) és el format per les
variables de la forma &; = §1m1, amb § =14 im =1, A € %y, B € B, i analogament
per ™Ay = A VB i L2(Q,2As, P).

Llavors,

E [§1&2/98] = mn2 E [§1€2/98]
=mmE [51/%} E [52/%} =F [51/%] E [52/%] ,

i obtenim 2, J%L As.

Que podem prendre sub-o-algebres de 2; i As i es manté Panterior independencia
condicionada és obvi.

Una seqiiencia de o-algebres 2y, B, 2y és markoviana si i només si

P(Az/q vB) = P(A2/8) , VAr e . g (4.1.1)
Analogament a les equivaléncies de la Proposicié 4.1.1, es demostra que (4.1.1) és equi-

valent a
v€2 GLz(Qa%Qap)v E[£2/Ql\/%] :E[é-Q/%] )

i el mateix substituint ‘V&y’ per V€, pertanyent a un sistema total de L2(Q, s, P)’.

Ay J%Lﬂg & la sequéncia Ay, B, Ao és markoviana.
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Demostracio:
1) Cas particular B C ;:

<) Si & € L?(Q,21,P) i & € L2(Q, A, P), tindrem

E [&1€2/s8] = E [G182/5(, ]
—E[GE[S%/2,]/m8] (4.1.2)

Pero, per hipotesi,
E [§2/9(,] = E [§2/8]
Per tant, (4.1.2) és igual a

E[&E[%2/8] /5] =B [¢/8] B [¢/3]

=) De la independéncia condicionada es dedueix que, per & € L?(Q, A1, P) i & €
L2 (Qv A27 P)7
E[6& -G E [€2/98] /8] =0,

d’on resulta que les variables &1 1 &, — E [52/%] sén ortogonals a I'espai de Hilbert
L?(Q,5,P). Com que B C 2, la variable E [52/53] és la projeccié de &, sobre
L2(Q,24, P). Per tant,

E [§2/8] = E [§2/5,]

i la seqiiencia és markoviana.

2) Cas general:
Clarament,
Q(1J%|_912 oA v%J%LQtQ

per la Proposicié 4.1.4. Pel cas anterior, aixo és equivalent també a que 24; VB, B, As
és markoviana, és a dir, a que

P(A2/q vsv ) = P(A2/8) , VAs ey |
que equival al seu torn a dir que %4, B, As és markoviana.

La independencia condicionada és un concepte delicat pel que fa a la manipulacié de
la o-algebra que condiciona. No és cert que 24 J%L A5 impliqui la mateixa propietat subs-
tituint B per qualsevol o-algebra més petita o més gran que B. Per exemple, 2 JQL_L Aoy

1
és cert sempre, mentre que 2y {%&LZ} s, equivalent a dir que 24 i /5 sén independents, no

B

és cert en general. Per altra banda, per exemple, si X; i X5 sén variables independents,

no és cert en general que o{X AL o{Xs}.
g que o{ 1}G{X1+X2} {X2}

4.2 Processos de Markov

4.2.1 Definicié
Sigui (€2, §, P) un espai de probabilitat.
Sigui {X;, t € RT} un procés estocastic real sobre (2, §, P).
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Draft Version:

Diem que {X;, t € R} és un procés de Markov sii

vt e RY, 0{X,, s <t} %}o{xs,sw} o

Equivalentment, la seqiiencia 0{X,, s < t}, o{X;}, 0{Xs, s >t} és markoviana.

Per definicié, la independeéncia de variables aleatories és la independencia de les o-
algebres que generen. Analogament amb la independencia condicionada. La condicié de
la definicié anterior es pot escriure doncs

vie RY {X,, s <t} AL{X,, s> 1)

(és purament notacio).

El fet que la seqieéncia o{Xs, s < t}, o{X;}, 0{Xs, s < t} sigui markoviana
reflecteix clarament la idea que, si estem a l'instant ¢, la informacié que déna el passat
({Xs, s < t}) sobre el futur ({X5, s > t}) estd continguda en el present (X;). La
definicié en termes d’independencia condicionada ens porta a formular aquesta mateixa,
idea dient que el passat i el futur sén independents si coneixem el present.

Es clar de la Proposicié 4.1.6 que si Ay, B, A és markoviana, aleshores Ay, B,
2, també és markoviana. El paper del passat i el futur és per tant, en un procés de
Markov, simetric. També és pot dir que la informacié que déna el futur sobre el passat
esta continguda en el present.

Es clar que el que tenim fins ara implica que: Vi) : R — R mesurable i acotada,
vt € RT, Vh >0,

E WX /1x,, s <t} =B [¥P&Xen)/x,]
i d’aqui que VB € B(R), Vt € RT, Vh > 0,
P(Xt+h € B/{XS, s < t}) = P(Xt+h € B/Xt)

La qiiesti6 interessant és que resulta que el reciproc és cert, i aixo redueix realment la
feina de comprovar la propietat de Markov.

Una segona reduccié apreciable és la seglient: De les propietats de ’esperanca con-
dicionada, si X és Markov, per s; < --- < s, <t, es té

E [/l/}(XtJrh)/XSlv e 7X8n7Xt}
=E {E [1/1(Xt+h)/{Xs, 5 < t}]/Xslv~~~7Xsn7Xt:|
=B [E[MEn)/x]/x, o x,, x)]
=E[V(Xun)/x,]
Vi): R — R mesurable i acotada, Vt € R™, VA > 0. En particular, Vt € R*, Vh > 0,

VB € B(R),
P(Xien € BIx,, . X, X)) = P(Xien € B/,

Com abans, el reciproc també és cert, i arribem a la idea intuitiva que haviem formulat
al Capitol 3.
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4.2.2 Proposicié

4.2.3 Exercici

4.2.4 Exercici

Tot el que hem fet fins aqui es generalitza sense dificultat a processos a valors
en qualsevol espai de mesura. Pero si a més tenim a l’espai d’estats una estructura
topologica, la podem fer servir per escriure més equivaléncies. En particular, aixo valdra
per a processos a valors en R o en R™.

Si {X;, t € RT} és un procés a valors en un espai de mesura (E,€) tal que E és un
espai polonés (meétric, separable i complet) i € és al o-dlgebra de Borel respecte aquesta
topologia, aleshores X és Markov sii

E[Xen)/x, X, X =B [Xen)/x,]

per a tota Y: E — R continua i acotada.
I si, a més, E és localment compacte, aleshores és suficient prendre ¥ continua i a suport
compacte.

Les formulacions anteriors de la propietat de Markov tenen un analeg intercanviant
passat per futur.

Que un procés {X;, t € RT} a valors en R™ sigui Markov no implica que les seves
components ho siguin. Exemple:

{(Wt,/OtWSds), teR*} |

on W és un procés de Wiener.
Al revés tampoc val: components Markov no implica vector Markov.

Un procés {X;, t € Rt} es diu que té increments independents del passat si Vh > 0,
Xion — XtJ_L{XS, s <t} (XJ_L Y col dir que X i Y sén independents.)
Un procés amb increments independents del passat és Markov.

4.3 Processos de Markov respecte una filtracié

4.3.1 Definicio

4.3.2 Observacio

Draft Version:

Una filtracié {§;, t € RT} és una familia creixent de o-algebres.
Un procés estocastic {X;, t € RT} és adaptat a la filtracié {J, t € RT} si X és
F+-mesurable per a cada t.

Diem que un procés X és Markov respecte una filtracié {F;, ¢t € R*} si és adaptat i

&JXLU{XS,s%} . YteRT . g

Podem desenvolupar en aquest context totes les equivaléncies que hem fet abans.
Per exemple, X és Markov respecte {F;, t € RT} sii V&t € RT, VA > 0,

P(Xt+h € B/ ) =P(Xe4n € B/x,) |, VteR", VB € B(R)

Si X és Markov respecte una filtracié {§:, t € R}, aleshores és Markov respecte la seva
filtracié natural §; = o{X;, s < t}, o sigui en el sentit que hem treballat en els apartats
anteriors. g
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4.4 Classes monotones

Per demostrar les diverses simplificacions de la formulacié de la propietat de Markov
que hem vist, sén 1utils els 7-sistemes i els A-sistemes, i un teorema de classes monotones
per a funcions.

Sigui 2 un conjunt i € una colleccié de subconjunts de 2. Diem que € és un 7-
sistema de P() sii és tancat per interseccions finites. Diem que € és un A-sistema de
P(Q) sii

a) Nec.
b) ABe€, ACB=B—-AecC
¢) {Antnen C € A, S A= Al

Una colleccié de conjunts és o-algebra si i només si és a la vegada un 7w-sistema i un
A-sistema. Es pot demostrar que si € és un w-sistema, aleshores el \-sistema generat per
¢ coincideix amb la o-algebra generada per €.

L’interes principal dels 7-sistemes és que donen lloc al Teorema més fort possible
sobre determinacié de mesures: Si € és 7-sistema de P(€), p1 1 pa s6n mesures finites
sobre (2, 0(€)), i p1 = pg sobre €, aleshores 1y = us.

En la mateixa linia, el teorema segiient, conegut com Teorema de les Classes Monotones
(per funcions) permet deduir resultats sobre funcions mesurables qualssevol a partir de
resultats sobre els indicadors d’elements d'un m-sistema.

4.4.1 Teorema
Sigui € un opi-sistema de P(S2).
Sigui H una colleccio de funcions reals acotades sobre Q) tal que

1) 1c € H,VC € €.

2) 1eH.

3) H és un espai vectorial.

4) Si{fn}lnen CH és una successid no-decreizent de funcions no-negatives uniforme-

ment acotada, aleshores f = lim f, € H.
n—oo

Aleshores, H conté el conjunt de totes les funcions reals mesurables i acotades sobre
(€,0(0)).

Demostracido: Sigui © la colleccié de conjunts A C €2 tal que 14 € H. Es immediat de
2), 3), 4) que © és un A-sistema. Per 1), conté el mw-sistema €. En conclusid, conté o(€).

Sigui f una funcié o(€)-mesurable i acotada. Suposem primer que f és positiva.
Aleshores, és el limit puntual d’una successié creixent {f,}nen de funcions elementals
o(€)-mesurables, és a dir, de combinacions lineals d’indicadors d’elements de o(€). Sa-
bem que aquests indicadors sén de H. Per 3), f, € H, Vn € N. Per 4), nh—>H;o fn=f€H.

Si f és o(€)-mesurable i acotada, aleshores f* i f~ també i a més sén positives; pel
cas anterior, fT, f~ € H. Per 3), f € H.
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5.  Funcions de transicio

5.1 Teorema de la Mesura Producte i lleis condicionades

Recordem el Teorema de la Mesura Producte, especialitzat al cas de probabilitats
(per una versié per a mesures més generals, i la demostracid, vegeu Alabert [1]).

5.1.1 Teorema de la Mesura Producte
Sigui (1,81, 1) un espai de probabilitat.
Sigui (2, 82) un espai mesurable.
Sigui 7: 21 X F2 — [0, +00] una probabilitat de transicid.
Aleshores:

1) Euzisteiz una tdnica probabilitat v en (1 X Qa,F1 ® Fa) tal que

I/(A1 X A2) = A ’T(wl, AQ) p(dwl)

2) Si X:Q x Qo — R és una funcié (F1 @ T2, B(R))-mesurable i la integral de X
respecte v existeix, aleshores:
La funcio

o R

W) X(wl,wg)T(wl,dwg)
Qo

esta ben definida p-q.p.t. w1 € Q1, és mesurable (definida com a zero, per exemple,
alla on la integral no ezisteizi), la seva integral respecte p existeiz i

/ﬂleszV = /Ql ( o, X(w1,w2)r(w1,dw2)> pu(dwy)
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5.1.2 Definicidé

El condicionament segueix una direccié contraria al del Teorema de la Mesura Pro-
ducte. Una probabilitat en un espai producte es desintegra en un mesura inicial i una
probabilitat de transicio.

Siguin X, Y:Q — R variables aleatories.
S’anomena llei de Y condicionada per X a tota probabilitat de transicié p de (R, B(R))
en (R, B(R)) que compleixi

PUX €AY € B)) = / p(z, B) Px(dx), VA, B€BR) . g
A

De vegades s'escriu p(z, B) =1 P{Y € B/x _ ;} Perd cal anar amb compte amb
aquesta notacid, perque no es tracta d’un nombre que existeixi per a cada x; és una
funcié que esta definida quasi per tot respecte la llei de X. Sempre existeix la llei d'una
variable condicionada a una altra (vegeu el Capitol 2). Es té també que, si p1 i pa sén
dues d’elles, aleshores p;(z, B) = pa(z, B), VB € B(R), Px-q.s. Dit d’una altre manera,
la llei del vector (X,Y) en R? es pot desintegrar en la llei de X i una probabilitat de
transicié de (R, B(R)) en (R, B(R)).

5.2 Funcions de transicié

5.2.1 Proposicié

Draft Version:

Pensem ara en les variables X i X; d’'un procés estocastic, s < t, i en la llei de
X; condicionada per X. Afegim als arguments de la llei condicionada (probabilitat de
transicié) els indexos s i ¢, per recordar de quines variables es tracta:

PU{X, € A, X, € B}) = / p(s,z:t, B) Py (dz) , VA, B € B(R)
A

Per tant, podem pensar en p com una funcié de quatre arguments que compleix:
1) p(s,-;t, B) és mesurable, Vs <t € R* VB € B(R).
2) p(s,z;t,-) és una probabilitat sobre B(R), Vs <t € RT, Vo € R.
A més, esta clar que ha de ser
3) p(s,x;8,-) =0y, Vs € RT, Vo € R.

Una funcié p complint 1), 2) i 3) s’anomena funcié de transicio.

Aquesta funcié p existeix per a tot procés estocastic real. Noteu que, donat un
procés, el valor p(s, z;t, B) esta determinat llevat de conjunts B amb Px_(B) = 0.

La funcié de transicié no determina la llei del procés. Si donem la llei de la primera
variable Xy, la funcié de transicié ens determinara la llei de cada X, i les lleis bidimen-
sionals (X, X;), gracies al Teorema de la Mesura Producte, pero aixd tampoc no és
suficient per determinar la llei del procés, en general. En canvi, si el procés és Markov,
la funcié p i la llei de la primera variable X, determinen la llei del procés:

Si {X, t € R} és Markov respecte {F¢, t € R}, la seva funcid de transicid més la llei
de Xo determinen la llei del procés.

Demostracio:
Siguin s <t; < --- <t, € RT.
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Siguin 1, ..., ¢, funcions mesurables fitades.

Elp1(Xe) o pn(X,)] =

E[p1(Xn) - on(Xe)/x ]] =

E[p1(Xe) - on(Xe,) /3 ]] =

B[E[P(Xn) - enXe) /5, 1z ]] =

E[e1(X0) - pno1 (X, ) E [ea(X0)/5, /5 ]] =
E[e1(Xe) o pna (X, ) E[Pa(Xe)/x, /5] =
E|

P1X0) ot (K1) [ al) bt Kyt 5] =

Condicionem successivament per §:, _,, ... ,5¢,, 1 obtenim

E[/wl(yl)/wz(yz)m/@n(yn)

b1, Yn—15 tns Y )P(tn—2, Yn—2 tn—1, dyn—1) - ... - p(s, Xsi 11, dyp)] =
/ / e1(y1 / P2(y2)- - / ©n(Yn)
P(tn—1,Yn-1:tn, dyn)P(tn—2, Yn—2tn—1,dyn-1) - ... - p(s, T3 t1, dy1) Px, (dz)

Particularitzem a ¢ indicadors i s = 0:
P{X; € By,...,X: €B,}=
// / / tn—1,Yn—15tn, AYn)P(tn—2,Yn—2itn—1,dyn—1) - ... - p(s, T3 t1, dy1) Px, (dx)

B: /B,
Queda clar que tot depen de la lei de X i la funcié de transicié. g

Observem el segiient cas particular del calcul anterior: Siguin s < r < t. Calcularem

P(Xi € B/gs) de dues maneres.
Per una banda,

P(Xt S B/;Srs) = / p(s, Xs; t, dy) = p(s, Xs;t,B) . (5.2.1)
B

Per altra banda,
P(Xi€B/z ) =P(X:i €8, X €R/3)
= / / p(T,y;t,dZ) 'p(SaXS;Tv dy) = /p(T,y;LB) 'p(SaXS;Tv dy)
RJB R
Hem obtingut el
5.2.2 Corol'lari

Si p és la funcid de transicid d’un procés de Markov {X;, t € R} respecte una filtracid
{3, t € RT}, aleshores, Vs <r <teRT,

p(s,Xs;t,B) = /p(ny;t,B) -p(s, Xg; 7, dy)
R
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5.2.3 Corol'lari

5.2.4 Definicié

5.2.5 Teorema

Draft Version:

Aquesta igualtat és (una versié de) I'equacié de Chapman—Kolmogorov.

En la situacio anterior,
p(s,z;t,B) = /p(r,y;t,B) -p(s,x;r,dy) , Px,-¢s. x€R . (5.2.2)
R

(Una altra versid, més habitual, de 'equacié de Chapman—Kolmogorov).
(Recordeu ’Exercici 8.2.2. Alla el Px-q.s. no és necessari, per la forma explicita que
tenim de la densitat).

Una funcié de transicié que compleixi I'equacié de Chapman—Kolmogorov s’anomena
funcié de transicié markoviana. g

Tot el que hem fet val per a processos a valors en (RY,B(R%)) i, de fet, per espais
més generals encara (polonesos, per exemple).

Esta clar que la funcié de transicié d’un procés de Markov és una funcié de transicié
markoviana (és el que estem afirmant en els corollaris anteriors). I també és important
recordar que compleix

P(Xi € B/gs) =p(s, Xs;t, B)
(deduit en (5.2.1).)

Hi ha dues qiiestions naturals més sobre funcions de transicié markovianes i processos

de Markov:

1. Un procés que tingui una funcié de transicié markoviana, és Markov (almenys res-
pecte la seva filtracié natural)? Resposta: No necessariament.

2. Donada una funcié de transicié markoviana, existeix algun procés de Markov que la
té per funcié de transicié? Resposta: Si. (Teorema segiient). I, a més, serd unic en
llei si fixem la llei de X, segons hem vist abans.

Sigui p(s,z;t, B) una funcid de transicié markoviana.
Sigui p una probabilitat en (RY, B(R?)).
Definim una familia de lleis en dimensid finita mitjancant:

Po(B)=u(B) , BeBRY) ,

5, per 0 <t < -+ <tny1,

Ptl,...,tn+1 (B) = / p(tm Yns tnti, dyn-{—l) Pth.--,tn (dyla ceey dyn) , Be %((Rd)nJﬂ)
B

Aleshores, Py, .+, €s una familia consistent de lleis en dimensid finita, ¢ determinen
una probabilitat P en ((Rd)R+,%(Rd)R+) tal que el procés coordenat Xi(w) = w(t) és un
procés de Markov amb funcid de transicid p i llei inicial u.

Demostracio:

(1). (Consistencia).
Es bastant evident, pero fem-ho:
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5.2.6 Exercicis

Draft Version:

Hem de veure que Px = Pjoﬂ';[l(7 on K ={t,... ’t.k}’ J=At1,..  tgtesr, ..ot}
i myK és la projeccié a les primeres k components de R7.
Sigui B € B((RY)*).
Ptla~-~:t] (W;II((B)) = Ptl,m,t]‘ (B X Rj_k)

:/ p(ti—1,yi—15ty,dys) Pey e, (dyns .o dyj—1) = -
BxRi—k

= / p(tj—1,yi—13t5,dy;) - o Pty Ui b1, AYrt1) Pry ot (dyn, - -, dyi)
BxRi—k
Aplicant diverses vegades ’equacié de Chapman—Kolmogorov (5.2.2),

/‘ kp(tj—hyj—ﬁfj,dyj) oo (s Yttt dYrg1)

RI—

= / p(ti—1,yj—15ty,dy;) - oo p(te—1, yp—1;th, dy) = -+~
Ri—k—1

= /P(tj—hyj—l;tj,dyj) =1
R

Per tant, queda

Ptl,m,tj (W;II{(B)) = ‘/B‘Ptlmu,tk (dy17 BERE) dyk) = Ptl,m,tk (B)

(2). (El que queda).
Siguin 0 <7y < -+~ <7, =s<t, By,...,B,, BcBRY.

P{X,, €B1,...,X,, € By, X, € B} =P, ., (B1x---xB,xB)

= / p(87yn;t7dynJrl)Prl,...,rn(dyh-‘wdyn)
Bix--xB,xB

= / (s, Xs(w);t, B) P(dw)
{X” €Bi1,...,X,,€Bn}

aixo ultim pel Teorema de la Mesura Imatge. Aixo ens diu (vegeu la definicié de proba-
bilitat condicionada) que
(w, B) — p(s, Xs(w); t, B)

és la probabilitat condicionada de X; a o{X,,,..., X, }. Es a dir,

pls, X (w)it,B)=P(Xe € B/x, | x,) ,
d’on X és un procés de Markov amb funcié de transicié p:

X, B — p(X,€B
P(Xi€B/x)=PX€B/x X, )

(recordem que r, = s).

1) Si{X;, t € RT} és un procés amb increments independents del passat, aleshores és
Markov, i la seva funcié de transicié compleix

p(s,z;t,B) =p(s,x+ h;t,B+h) , VYh>0
Una funcio de transicié amb aquesta propietat es diu que és espacialment homogeénia.

El procés de Markov que determina és espacialment homogeni. De fet, si un procés
de Markov és espacialment homogeni, aleshores té increments independents.

2) Si W és un procés de Wiener estandar comengant en 0, el procés {|W;|, t € Rt}
s’anomena procés de Wiener amb reflexié en zero.
Es un procés de Markov. Quina és la funcié de transicié?

3) Si W és un procés de Wiener estandar comencant en 0, la seva part positiva,
{W;", t € R*}, no és Markov. De tota manera, quina és la seva funcié de transici6?
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6. Familia

6.1 Concepte

6.1.1 Definicidé

Draft Version:

markoviana

Hem vist que la llei d'un procés de Markov queda determinada per la funcié de
transicié i la llei de la primera variable. Per tant, si y és una probabilitat en R (o R,
si el procés pren valors en R?) un procés de Markov amb llei inicial ;1 en I'espai de
probabilitat (£, F, P) respecte a la filtracié {F;, t € R} voldra dir un procés estocastic
{X:, t € RT} tal que

a) P(Xt € B/z )=P(Xt € B/x ), qs., Vt > s, VB € B(RY).
b) P{X, € B} = u(B), ¥VB € B(R?).

Al estudiar processos de Markov és interessant considerar a la vegada una familia
de lleis inicials en lloc d’una sola. Concretament, interessa considerar a la vegada totes
les lleis 6, Delta de Dirac en & € R, Aix0 ens porta al concepte de familia markoviana.
Hi ha diverses maneres de definir-lo.

de familia markoviana

Sigui © un conjunt (de moment, no hi posem cap o-algebra ni cap probabilitat).
Sigui, per a cada t € R*, una aplicacié X;: Q — R%.
Sigui p(s, z;t, B) una funcié de transicié:
1) p(s,-;t, B) és mesurable, Vs < t € RT, VB € B(RY).
2) p(s,x;t,-) és una probabilitat en (RY,B(R%)), Vs < ¢, Vo € RY.
3) p(s,z;8,-) =0, Vs € RT, Vo € R4,
Per a tot s € R, i per a tot € R?, sigui P, una probabilitat sobre la o-algebra de
generada per { Xy, t > s}, que denotarem F*(X).

Diem que {X;, t € RT}, {Ps,}scr+ zerae és una familia markoviana amb funcié de
transicio p si

1) Vs € RT, Vo € R?, la familia d’aplicacions {X;, t > s} és un procés de Markov a
I'espai de probabilitat (2, §°(X), Ps ;) amb funcié de transicié p.

2) P {Xs=2}=1 g
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6.1.2 Observacions

6.1.3 Proposicié

6.1.4 Corol'lari 1

6.1.5 Corol'lari 2

Draft Version:

1) La definicié val igual per processos amb espai d’estats qualsevol.

2) Si no es vol considerar processos que comencen en instants de temps estrictament
positius s, es poden definir com a constants abans de s.

3) Hi ha definicions més generals tant de procés de Markov com de familia markoviana,
que permeten que les trajectories “es morin” en instants de temps que depenen de
cada trajectoria. Aquests instants s’anomenen temps de vida de la trajectoria. Aix{
ho fa per exemple Dynkin [3].

En la situacid de la definicio anterior:
Siguin s <t1 < -+ < t, € RT.
Aleshores:

PSJ{th € By, ... ,th S Bn} =

/// P(tn—1,Yn—15tns dYn)P(tn—2, Yn—2;tn—1, dYyn—1) - ... - p(s, 3 t1, dy1)
B /B, B,

Demostracio: Es fa semblantment a la de la Proposicié 5.2.1. Observeu que la integral
més exterior d’aquella demostracié aqui esta feta, aprofitant que la llei de X sota la
probabilitat P; ; és la Delta de Dirac en x.

1) Siu<s<ty < <ty, aleshores
Puo(Xts € Brs. o Xy, € Bz (x)) = Pox.{Xi, € B,..., X1, € Bu} , ¢s.

2) Sis<t,
P, .{X: € B} = p(s,x;t, B)

Demostracio: Vegeu altre cop la demostracié de la Proposicié 5.2.1. Per calcular la pro-
babilitat condicionada de 1), la integral més exterior no s’ha de fer; per tant el diferencial
més exterior és p(s, Xs;t1,dy), i obtenim la férmula de

P, x {X:, € B1,..., X, € By}

La férmula 2) és simplement un cas particular de ’enunciada a la proposicié ante-
rior.

En la situacid de la proposicié anterior, si s <1 <t € RT,
p(Sam;t7B):/ p(rvy;ﬂB)'P(&m;ﬁdy)
Rd
(Equacié de Chapman—Kolmogorov.)

Demostracio:

(5,558, B) = Po (X0 € BY = Pos{Xi € B, X, € RY = [ plnyit By ploswirdy)

Rd
Observeu que aqui no cal posar el q.s. respecte la llei de X, que posavem en el Corollari
5.23. o

Hem vist doncs que la funcié de transicié d’una familia markoviana satisfa 1), 2), 3)
de la Definici6 6.1.1, i

4) L’equacié de Chapman—Kolmogorov del Corollari 6.1.5.
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6.1.6 Teorema

6.1.7 Proposicié
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Resulta que donada una funcié complint 1), 2), 3), 4), existeix una familia markovi-
ana que la té per funcié de transicié:

Sigui p una funcid de transicio complint ’equacio de Chapman—Kolmogorov del Corollari
6.1.5.

Aleshores existeix una familia markoviana amb funcio de transicio p.

(Val ’enunciat no sols per RY sino per qualsevol espai polonés amb la o-algebra boreliana
com a espai d’estats.)

Demostracié: Es fa via el Teorema de Daniell-Kolmogorov:

1) Per a cada s iz, es construeix I'espai canonic: (R[5>l amb la o-algebra producte
i una probabilitat que notem P .

2) Prenem el conjunt = (RY)E" amb la o-algebra producte; definim les probabilitats
P, sobre aquest espai mesurable de la manera segiient:

P..(A) =P, (A) , VAeF(X) ,

on

A:={0e RYH>l: 3y e A tal que w = en [s,00[}

3) Definim X;(w) = w(t).

Sigui { Xy, t € RT}, {Psz}tsert verd, una familia markoviana.
Sigui p una probabilitat en (RY, B(RY)).
Definim en (Q,F(X)) la probabilitat

P(A) ::/RdPO@(A),u(dx) . AEFX) . (6.1.1)

Aleshores, {Xt, t € R} és un procés de Markov en (Q,F(X), P) amb distribucid inicial
W i la mateiza funcio de transicio de la familia markoviana.

Demostracid: Sabem que {X;, ¢t € RT} és un procés de Markov a (Q,F(X), Py ) amb
la funcié de transicié p de la familia markoviana. Sabem també que Py z{Xo =z} = 1.
La funcié x — Py (A) és mesurable per a tot A € §(X): En efecte, si A és de la forma
{Xy, € By,...,X;, € B} aix0 es despren de la férmula de la Proposicié 6.1.3. Aquests
conjunts formen un w-sistema que genera F(X). Es trivial comprovar que els elements
del \-sistema que genera aquest m-sistema compleixen la propietat de mesurabilitat que
es busca. Per tant, la mesurabilitat de = — Py ,(A) és valida VA € §(X).

Finalment, amb P definida per (6.1.1),

P{X, € B} = /R Poo{Xo € B} pd) = /R An(@)pldn) = p(B) - o
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6.2 Exemples de families markovianes

6.2.1 Exemple (familia de Wiener)
Una familia de Wiener d-dimensional (o familia browniana) és un procés W = {W,, t €
R*} sobre un espai mesurable (€2, §), juntament amb una familia de probabilitats { Ps ; } ser+ zera
tals que

1) VA e §(W), Vs € RT, l'aplicacié x — Ps ,(A) és mesurable.
9) Va € RY, Py o {W, =2} = 1.

3) Vs € RY, Vo € RY el procés {Wy, t > s} és, sota Ps,, un procés de Wiener
d-dimensional comengant en x.

6.2.2 Exemple (familia de Wiener amb dispersié a i deriva b)
Suposem que {W;, t € R}, {Ps 5} ser+ vera, constitueixen una familia de Wiener.
Sigui @ una matriu d x d no singular i sigui b € R%.
Aleshores, el procés X; = aW; +bt sobre (€2, §), amb la familia de probabilitats { Ps ,-1,}
s’anomena familia de Wiener amb dispersio a i deriva b.
Nota: A la deriva tothom I’anomena drift.

6.2.3 Exemple (familia de Poisson)
Una familia de Poisson amb intensitat A\ > 0 és un procés N = {Ny, t € RT} sobre un
espai mesurable (£2,§), juntament amb una familia de probabilitats {Ps ; }scr+ zera tals
que

1) VA € §(N), Vs € RT, laplicaci6 x +— Ps ,(A) és mesurable.
2) Vo € RY P, ,{N, =2} =1.
)

3) Vs € RT, Vo € RY, el procés {N; — Ny, t > s} és, sota P, ,, un procés de Poisson
amb intensitat A.

6.2.4 Exercici
Els exemples anteriors sén families markovianes.

6.3 Operadors shift

Sigui © un conjunt i sigui, per a cada ¢t € R* una aplicacié X;: Q — R%.

Suposem que Yw € Q, Vh € RT, existeix un tinic w’ € Q tal que X¢(w') = X (w),
vVt € RT.

Sigui 6,:Q — Q Daplicacié que relaciona w i w': Opw = w'. L’operador 6, fa un
“shift” de les trajectories de {Xy, t € RT} una distancia h cap a l'esquerra.

Per a cada A C (), podem considerar el conjunt 0;114 ={we: Owe A}. Per
exemple,

a) SIA:{Xt EB},

0,'A={w: Ohwe A} ={w: Ohw € {X; € B}}
={w: Xi(Opw) € B} ={w: Xiyn(w) € B} = {Xiyh € B}

b) Si A= {tlim X =0},
0,'A={w: Ohwe A} ={w: tlim X (Opw) = 0}
={w: tlim Xitn(w)=0}=A
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Sigui ara 1 una funcié sobre €2, valuada no importa on. Definim el “shift” de n com

[Onn](w) = n(Onw)

(Observeu que estem usant la notacié 6, per dues coses diferents.)
Per exemple,
a) Sin=Xy,
03 X1) (@) = Xe(0h) = X0 ()

(naturalment! Els shifts estan construits per tal que fagin aixd sobre X;.)

b) Sin(w) = [y Xa(w) ds,

0] () = 1(Bh) = / X, (0w ds

t t+h
= / Xspn(w)ds = Xs(w)ds
0 h

¢) Sin(w)=inf{t: X;(w) € B},

[Onn)(w) = n(Ohw) = inf{t : X;(Opw) € B}
=inf{t: Xiip(w) € B} =inf{t: t 2 h, Xi(w) € B} —h

Suposem ara que { Xy, t € RT} és un procés estocastic en un cert espai de probabilitat
(Q,3,P).

Considerem les o-algebres generades pel procés: Notarem §,(X) := o{X,, s <
r <t}

Si A = {X, € B}, B € B(R?), sabem que 0, 'A = {X,,; € B}. Per tant, la
o-algebra generada per

{0,'A: A€ Fq(X)}

és la generada per {X,p : s <r < t}, que és
o{ X, s+h<r<t+h} = Fepnern(X)
En particular, la o-algebra F(X) es transforma en F*(X).

Tornant al principi d’aquest apartat, observeu que a ’espai canonic es compleix la
existéncia i unicitat del w’ tal que X;(w') = X1 p(w), perque els esdeveniments elementals
es corresponen bijectivament amb les trajectories del procés. En general, si no hi ha
unicitat, els shifts no estan ben definits i no podrem fer 0,;114. Pero no hi ha problema
per conjunts A € §(X):

Si w] 1 wh compleixen, aleshores VA € F(X), o bé wj,w) € A o bé wj,wh & A. En
efecte: Sigui € la colleccié de conjunts tals que passa aixo. Llavors, € és una o-algebra
que conté els esdeveniments {X; € B}; per tant € D F(X). Aixo fa que al definir
0,'A = {w: W € A}, no importa quin ' s’agafi (f,w es defineix com un qualsevol
d’ells).
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7. Processos de Markov (temporalment) homogenis

7.1 Conceptes d’estacionarietat i homogeneitat

7.1.1 Definici6

7.1.2 Definici6

Un procés {X;, t € Rt} és estacionari si les seves lleis en dimensi6 finita sén invari-
ants per trasllacions temporals, és a dir, la llei de (X4,,...,X;,) coincideix amb la de
(Xt,4hy- - Xt, +n), Der a tot h > 0.

Un procés {X;, t € Rt} té increments estacionaris si la llei de la variable aleatoria
X; — X, depén només de la diferencia t —s. g

Esta clar que un procés estacionari té increments estacionaris.

Hi ha també el concepte de procés estacionari en sentit ampli, que normalment es
refereix a processos de quadrat integrable les variables del qual tenen esperanca constant
i covariancia que depen només de la distancia entre les variables a l’eix temporal. De
vegades els processos estacionaris s’anomenen “estrictament estacionaris”, per marcar
més la diferencia.

Un altre nom per als processos amb increments estacionaris és processos homogenis,
o encara temporalment homogenis, per no confondre amb la homogeneitat espacial, que
és una altra cosa. Farem servir aquest terme, que és més curt.

Per exemple: El procés de Wiener té increments estacionaris, pero no és estacionari.
El procés de Ornstein—Uhlenbeck és estacionari.

7.2 Funcions de transicié6 homogenies

Draft Version:

La funcié de transicié d’un procés de Markov homogeni (= amb increments estaci-
onaris) compleix
p(s,z;t, B) = p(s + h,z;t + h, B)

i per tant ens podem estalviar un argument. Podem escriure

p(z;t,B) :=p(0,z;t,B) = P(Xt € B/x, — ;) = P(Xt+n € B/ x, — 1)
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Es diu que p és una funcié de transicié homogénia. {p(-;t,-), t € RT} és una familia
uniparametrica de probabilitats de transicid.

L’equacié de Chapman—Kolmogorov en aquest cas es pot expressar

p(x;t, B) z/Rp(y;t—nB)-p(x;hdy) ,

o també

7.2.1 Exemples

1)

p(z;s+t,B) = /Rp(y; s, B) - p(x;t,dy)

Procés de Wiener.
Es un procés de Markov homogeni amb funcié de transicid

p(z;t B):/ L exp{_(y_x)z}dy tcRY, zeR
i) B\/2_7rt 2t 3 )

Procés d’Ornstein—Uhlenbeck.
Es un procés de Markov homogeni amb funcié de transicid

=], v )

p(x;t, B

Procés de Cauchy.
El procés de Cauchy comengant en 0 és el que compleix
1) Xo=0
2) X; — X, ~ Cauchy(t — s) (densitat W)
3) Té increments independents del passat.
Es tracta d’un procés de Markov homogeni amb funcié de transicié

t
t,B)= | ————<dy , teR", zeR
p(;t, B) /Bw<t2+<x—y>2> y v

Cadenes de Markov.

S’anomena cadena de Markov a tot procés de Markov que pren una quantitat nu-
merable de valors. Podem suposar sense perdre generalitat que 1’espai d’estats és
(N, P(N)).

Donar una funcié de transicié homogenia p(-;¢,-):N x P(N) — R és equivalent a
donar les funcions

p: NxN— R

per t € RT.
L’equacié de Chapman—Kolmogorov s’expressa

peind) = per(k, 5)pr(i k)

keN

També es poden considerar cadenes de Markov no homogenies.
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3) Procés de Poisson:

Sigui { X, }nen una successié de variables aleatories independents idénticament dis-
tribuides amb llei Exp()).

Sigui S,, = EXk,neN

Definim N; := sup{n <t} teRT.
Llavors, N; té llei P01s(/\t).

(A"

P{Nt = n} =€ T

El procés {N;, t € R+} s’anomena procés de Poisson amb intensitat A > 0, té

increments estacionaris i independents del passat. Es una cadena de Markov amb
funcié de transicié homogenia donada per

o e (M) .
pt(%]):el\t% L

7.3 Semigrup associat a funcions de transicié markovianes homogenies

Posarem el contingut d’aquest apartat en termes més rigorosos més endavant. In-
troduim només motivacions i exemples.

Sigui p una probabilitat de transicié de l’espai mesurable (E, &) en ell mateix.

Sigui b€ l'espai vectorial de les funcions £ — R &-mesurables fitades.

p definexi una aplicaci6 lineal

T: be be
f——1Tf)(x) := [ [ (v) p(=,dy)

Podem pensar que hem “estes” I'aplicacié p: E X € — R a p: E x b& — R definida

p(z, f) = /f p(z, dy)

Identificant els indicadors amb els conjunts que indiquen, veiem que és certament una
extensio.

Ara, si tenim una funcié de transicié markoviana p(s,z;t, B) d’un procés a valors
n (E,€), per cada 0 < s < ¢ tindrem aplicaci6 Ts;: b€ — b€ definida per

T f)(a /f p(s, 231, dy)

i també podem notar

p(S,iC;t, f) = [Ts,tf](x)

Si la funcié de transicié és homogenia, aleshores la funcié p(x;t, B) defineix una
aplicacié b& — bE per

T f)(x / F(9) plz;t, dy)
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i la familia {T}, ¢ € RT} compleix la “propietat de semigrup”
Tsth - Ts+tf

En efecte,

T f =T(Tif) = /f tdz))

= [ [ sGptt.as) pis.ay)
= [ 1) [ stz pts.a)

:/Ef(z)p(';ert,dZ) =Tt f

7.3.1 Exemple (Cadenes de Markov homogenies)

Aqui, E =Ni ¢ = P(N). Recordem que, en el cas de cadenes de Markov homogenies,
podem donar com a funcié de transicié la familia p;: N x N — R, ¢t > 0. (Exemple 7.2.1).
Tindrem que b€ és ’espai de les succesions reals, i que les aplicacions T} sén

Zf Ptlk )

que és el producte de la fila i-eésima de la matriu (possiblement infinita) p; pel vector
(possiblement infinit (successié)) f. O sigui, les aplicacions T; es poden pensar com
matrius (possiblement infinites).

7.3.2 Exemple (Cadenes de Markov amb espai d’estats finit)

Draft Version:

Aquest exemple ens el podriem saltar. Formula pel cas particular d’espais d’estat finit el
mateix que després trobarem en una situacié molt més general. Pero aquest cas és molt
més facil d’entendre, evidentment.

A Tespai RV (N € N), una aplicaci6 lineal T:RY — R¥ ve representada univocament
per una matriu N x N. Definim la norma d’una matriu com

| Al := sup |Az| (7.3.1)
|z|=1
on | - | és la norma que fixem en RY. (Per exemple, si |- | és la norma euclidiana, la

norma matricial associada és |A| = /A1, on Ay és el valor propi de modul més gran de la
matriu simeétrica A+ A.) El conjunt de les matrius N x N amb la suma, el producte per
escalars i el producte de matrius, junt amb la norma (7.3.1), és una algebra de Banach.

La serie formal ) %7 és absolutament convergent en tot R. Donada una aplicacié lineal
n=0
(matriu) T, la série > I¢ és normalment convergent, doncs
n=0

|7 <l =< < T
Té sentit doncs definir 'operador (matriu)

o0 Tn
exp{T'} := Z o
n=0

Aquest operador compleix:
1) exp{T + S} = exp{T} exp{S} & TS = ST.

2) %(exp{tT}) — Texp{iT} = exp{IT)T.
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Anem a veure una representaci6 explicita de totes les possibles families {p;, t € RT},
suposant que es compleix %iH(l) pr = Id.

1r pas: La funcié ¢ — p; és continua:
Sabem que p;yp = pipr (propietat de semigrup). Llavors,

lim t+h = Pt lim h = Pt
Jim pey = py lim pr = pe

lim p;—p = lim =y, lim p;l = ,
oty Pt—h ho PPy, Dt oy Pn Pt
tenint en compte que per h prou petit, p; ha de ser invertible.

2n pas: La funcié t — p; és derivable en zero:
Volem veure que existeix el limit

po+ = lim . (7.3.2)

Per a tot h > 01iper atot n € N, es té

pn —1d (=
5 > prnh = pan —1d
k=0

Usant la continuitat de ¢ — py, el segon factor convergeix, quan h — 07 i nh — t, a
la integral de Riemann
t
| atsras
0

que és invertible per ¢ prou petit.
Per tant, el limit (7.3.2) existeix i val

Por = (pe Id)(/otp(S) dS)_l ;

on t és qualsevol prou petit.

3r pas: La funcié t — p; és derivable: Per ¢t > 0,

p/ — lim DPt+h — Dt — lim ph_Id.p :p/ »
e h—0t h h—0t h ¢ o+t

Mateix resultat per ’esquerra.

4t pas: Forma explicita:
Notant A la matriu py, , hem obtingut que p; satisfa I’equacié diferencial

/
Py = Ap
amb condicié inicial pg = Id. La tnica solucié és

pr = exptA
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Observem que la matriu A compleix:
1) A;; >0sii#j.
n
2) > A;=0,peratoti=1,...,n.
j=1

La primera afirmacié, perque, per i # j,

n
La segona, perque Y p:(i,j) = 1.
j=1

Ens podem preguntar si, donada una matriu A complint les dues observacions anteriors,
la funcié p; = exp{tA} és la funcié de transicié estacionaria d’una cadena de Markov
amb espai d’estats finit. La resposta és afirmativa:
n

Hem de veure que p; (i, -) defineix una probabilitat en {1, ..., N} (o sigui, que > p:(4,7) =

j=1
1 i que py(i,5) = 0).
Notem per 1 el vector amb 1 a totes les components.

0 AT
prol=exptAd-1=> ——-1 (7.3.3)
n.
n=0

Pero A -1 =0 i, iterativament, trobem A™ -1 = 0, per a tot n > 1. Per tant, (7.3.3) és
igual a t°G°1 = 1, i cada fila de p; suma 1.
Per veure la positivitat de p:(4, ), escrivim el desenvolupament de Taylor

pe(i,7) = 0i5 + tAi; + o(t)

Suposem primer que A;; > 0. Esta clar que per t prou petit, p;(¢,7) > 0. I com que

pr = ep{tA} = el AV = p,)*
aixo implica el mateix per a tot ¢.
Suposem que A;; = 0. Sigui A° la mateixa matriu A perd amb A7, = ¢ > 0. Aplicant
Pargument anterior amb A€ obtenim la positivitat de la p:(4,j) pertorbada, i fent ¢ — 0
es veu que aquesta convergeix a la p:(4,j) sense pertorbar, que sera per tant positiva.
La matriu A s’anomena el generador infinitesimal de {p;, t € RT}.

7.4 Familia markoviana homogeénia respecte una filtracié
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Quan parlem de funcions de transicié homogénies hem vist que podem estalviar-nos
un argument, i considerar-les com a funcié de tres variables. Quan parlem de families
markovianes associades a una funcié de transicié homogenia hi ha un altre parametre
superflu respecte la definicié general: Es suficient considerar la familia de probabilitats
{P.}zerae en lloc de la familia {P; ;}scp+ zera-

Que es pugui fer aixo efectivament depen de que poguem introduir els operadors
shift (vegeu I’Apartat 6.3). Sabem que sempre és possible si estem a l'espai canonic.
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7.4.1 Definicidé

7.4.2 Teorema

Draft Version:

Comprovem que ens podem estalviar el parametre s: Suposem que per a cada w € €
icada h > 0 existeix w’' € Q tal que X;yp(w) = X;(w'), Vt. Aleshores, de la férmula de
la Proposici6 6.1.3, deduirem que VA € F(X),

P, (07 A) = Py .(A) . (7.4.1)

En efecte, ambdds membres sén mesures com a funcié de A i coincideixen sobre els
conjunts de la forma A = {X;, € By,...,X;, € Bp}, By,..., B, € B(R?), puix que

0;4Xs, €By,...,Xt, €Bn}) = Peo{Xi,1s €B1,..., Xs, 15 € Bo}
/ / / tpn— 1+57yn71;tn+37dyn)""'p(svx;tl"‘s»dyl)
Bl Bz

:/ / / p(tn—hyn—l;tnvdyn)‘~-~'p(07x;t1ady1)
By J B2 By,

= PQ’J;{th S Bl, A 7Xt" e Bn}

Com que els conjunts d’aquesta forma formen un w-sistema que genera §(X), la igualtat
(7.4.1) és valida per a tot A € F(X).
Conclusié: Les probabilitats P; , queden determinades per les probabilitats Py .

Ara copiem més o menys la Definici6 6.1.1.

Sigui © un conjunt (de moment, no hi posem cap o-algebra ni cap probabilitat).

Sigui, per a cada t € R*, una aplicacié X;:Q — R%.

Suposem que per a cada w € i cada h > 0, existeix w’ € Q tal que X1 (w) = Xi(w'),
Vt.

Sigui p(x;t, B) una funcié de transicié homogenia:

1) p(-;t, B) és mesurable, V¢t € RT, VB € B(R?).
2) p(x;t,-) és una probabilitat en (R4, B(RY)), Vt, Vo € R%.
3) p(x;0,) = d,, Vs € R, Vo € R,

Per a tot € R, sigui P, una probabilitat sobre la o-algebra de (2 generada per {X;, t >
0}, que denotarem F(X).

Diem que {X;, t € R*}, {P,, © € R} és una familia markoviana homogénia amb funcié
de transicié p si

1) Vo € R% la familia d’aplicacions {X;, ¢t > 0} és un procés de Markov homogeni a
lespai de probabilitat (2, F(X), P,) amb funcié de transicié p.

9) P{Xo=u1}=1.

Sigui p una funcid de transicié homogenia complint ’equacidé de Chapman—Kolmogorov

plais+t.8) = [ pluss Bip(ait.dy)
R
Aleshores existeix una familia markoviana homogénia amb funcid de transicid p.

Demostracié: Com la del Teorema 6.1.6. La construccié es fa sobre ’espai canonic, de
manera que la condicié d’existeéncia de w’ a partir de w se satisfa trivialment.
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7.5 Expressions de la propietat de Markov amb els operadors shift

Tenim per al cas homogeni un analeg de la férmula
Pu,x(A/gS(X)) =P, x,(A) , Px,-qs, VAcF(X)

(Corollari 6.1.4):
Com que, segons hem vist a ’apartat anterior,

P, (0;1A) = Py (A) , VAeF(X) ,
I’analeg sera
P, (057 A/3,(x)) = Px.(A) . Px,—as, YAeF(X) ,

que té una interpretacié molt facil: El procés a I'instant ¢, suposant conegut el seu passat
fins s, es comporta com si comencés de U'instant 0 partint del punt X (w).
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8. Instants d’aturada

8.1 Instants d’aturada i instants opcionals

Sigui (€2, §) un espai mesurable.

Sigui {F:, t € R} una filtracié en aquest espai (és a dir, una familia creixent de
sub-o-algebres de §.

Es defineixen les o-algebres

gt* =N 35 , t=20
s>t

%’t— =V 'S'S 5 t> O
s<t

Diem que la filtracié {F;, t € R*} és continua per la dreta (cad) si V¢, § = Fp+
Observeu que {F;+, t € RT} és també una filtracid, i que és continua per la dreta.

8.1.1 Definicié
Sigui (€2, §) un espai mesurable.
Un instant aleatori és una funcié mesurable 7:Q — [0, +00].

8.1.2 Definicié
Sigui (€2, §) un espai mesurable.
Sigui {F¢, t € RT} una filtracié.
Un instant aleatori 7 tal que

VteRT, {r<tled

s’anomena instant d’aturada respecte la filtracio.
En el context dels processos de Markov, de vegades s’anomenen instants markovians.

8.1.3 Definici6
En la situacié anterior, si
vieRT, {r<t}ed ,

aleshores 7 és un instant opcional (o instant d’aturada en sentit ampli) respecte la fil-
tracié.

8.1.4 Observacions

1) Si 7 és constant, aleshores és instant d’aturada respecte qualsevol filtracid.
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8.1.5 Exercici

Suposem que {F;, t € RT}i{B;, t € R"} sén filtracions tals que §; C &, Vt € RT.
Si T és instant d’aturada (resp. opcional) respecte {F;, t € RT}, aleshores ho és
també respecte {&,;, t € RT}.

Si 7 pren un quantitat numerable de valors, és instant d’aturada si i només si
VteRY, {r=t} €

Si 7 és instant d’aturada, aleshores és instant opcional.
7 és instant opcional si i només si és instant d’aturada respecte {F;+, t € RT}.
Si la filtraci6 és cad, instant d’aturada i instant opcional sén equivalents.

Si 7 és instant opcional i a és una constant estrictament positiva, aleshores 7+ a és
instant d’aturada.

Totes les observacions anteriors sén facils de demostrar.

Un instant opcional no té perque ser instant d’aturada. Es pot construir un exemple
mitjancant un procés amb dues trajectories continues.

8.1.6 Proposicié

Si T i p son instants d’aturada (resp. opcionals), aleshores també ho son T A p (infim de
Tip), TV p (suprem de T ip), i T+ p.

Demostracio:

a)
b)

c)

8.1.7 Proposicié

{rvp<tt={r<t}n{p <t} eF.
{tAp>t={r>t}n{p>t}eF.

{tT+p>t} =
{T=0, p>t}U{r>t, p=0tU{r =1t p>0U{0<T<t, T+p>t}

Els tres primers conjunts sén interseccions de conjunts de §;. El quart és igual a la
unio, per r € Q1 0 < r < t, de la familia numerable de conjuunts de §;

{r<r<t, p>t—r} . g

Si {Tn tnen €s una successid d’instants opcionals, aleshores també ho sén

supt, , infr, , limr7, , lim7,
neN neN neN neN

Demostracié: Per I'infim, observeu que

. [e}e]
U <t = G <t e

Pel suprem,

o0
{suanét}z NA{m <t} €Fp+
neN n=1
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8.1.8 Proposicié

d’on sup 7, és un instant d’aturada respecte {,+, t € R*}, i per tant és opcional respecte
neN

{St; t e R+}

De passada, observem que la mateixa igualtat ens déna que si els 7, sén instants
d’aturada, aleshores sup,,cy 7 és instant d’aturada. Amb els infims aix6 no funciona.
El resultat per limits superiors i inferiors sén immediats a partir d’aquests.

Sigui 7 un instant d’aturada.
Aleshores existeir una successid d’instants d’aturada {T,}nen tal que cada T, pren una
quantitat finita de valors i T, \, T.

Demostracio: Funciona la successié segiient:

0, sit(w)=0
Ta(w) = zﬁﬂ , si k;nl <7(w) < 2%
oo, siT(w)>n o

La idea intuitiva rera els conceptes de filtracié i d’instant d’aturada és la segiient:

Una filtracié {§;, ¢t € R"} s'interpreta com una acumulacié d’informacié que va
augmentant a mesura que el temps flueix. La informacié de que es disposa a 'instant ¢ és
la o-algebra §;. Aixo vol dir que a l'instant ¢ podem decidir si s’ha produit o no qualsevol
esdeveniment contingut en §;, i cap altre. Per exemple, si 'acumulacié d’informacié és
deguda exclusivament a la observacié d’un procés estocastic { Xy, t € RT}, la filtracié
a considerar és la “filtracié natural” del procés: §; = o{X, s < t}. Esta clar que a
I'instant ¢t només podem preguntar-nos per la realitzacié d’esdeveniments que involucrin
(i.e. de la o-algebra generada per) les variables aleatories {X,, s < t}.

Suposem que volem parlar del moment en que s’ha produit un cert fenomen, i que
aquest moment depen de w € 2; és a dir, és un instant aleatori. L’exemple tipic (i més
important) és el moment en qué un procés estocastic entra per primera vegada en un
cert conjunt B de l'espai d’estats. Podem expressar-lo com

T(w) = min{s: X;(w) € B}

(suposem de moment que per a cada w aquest minim existeix realment). Es forca intuitiu
que Pesdeveniment {w € © : 7(w) < t}, que es realitza si i només si el procés ha entrat
en B abans de o en l'instant ¢, podem decidir si s’ha realitzat o no quan estem a l'instant
t. En altres paraules, ha de ser part de la informacié acumulada fins a 'instant ¢, o sigui,
ha de pertanyer a §;. I aixo és el que demanem a la definicio.

Una altra imatge molt descriptiva per entendre els instants d’aturada és: Suposem
que estem a l'espai canonic, = R®". Una variable aleatoria 7:© — [0,00] és un
instant d’aturada si Vwi,ws € Q tals que wi(s) = wa(s), V0 < s < ¢, 7(wy) < t implica
7(w1) = 7(we). Heurfstica: L’ocorréncia o no de {w : 7(w) < t} es pot establir a partir
de lobservacié del procés en [0, t] només.

8.2 Esdeveniments anteriors a un instant d’aturada

Draft Version:

Ara podem preguntar-nos si podem formalitzar la informacié acumulada fins a un
instant d’aturada, semblantment a com §; formalitza la informacié acumulada fins a
I'instant determinista ¢.
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Suposem que A és un esdeveniment que forma part d’aquesta informacié fins a
I'instant d’aturada 7. Aixo vol dir: A linstant 7, podem decidir si A s’ha realitzat o no.

Suposem que a instant ¢ coneixem el valor de 7 (cosa que només és possible si
7 < t). Aleshores, hem de ser capacos també de saber si A s’ha realitzat o no. Estem
dient, doncs, que els esdeveniments

An{r <t} i Acn{r <t}

han de ser de la o-algebra §;. A més si aix0 passa per un dels dos, també passa per
I’altre, perque
An{r<t}=(An{r <) n{r <t}

Tot aix0 ens porta a la definicié segiient.
8.2.1 Definici6

Sigui 7 un instant d’aturada relatiu a {F;, t € RT}.
S’anomena o-algebra dels esdeveniments anteriors a T la formada pels A € § tals que

An{r<tted , Vt=0
S’escriu § .

8.2.2 Observacions

1) 7 és F,-mesurable.

2) Si T =t, lavors §, = F.
8.2.3 Proposicié

Siguin T, p instants d’aturada.
Aleshores:

1) Aeg, = An{p <7} €F, (en particular, 7 < p = F, C §).

2) Srnp =38rNT, i els esdeveniments

{r<py o {r<p}

hi pertanyen.

Demostracio:
1) Sigui A € §,. Llavors

An{p<rin{r<t}=[An{p<t}In{r<tIn{pAt <7 AL}

Els tres conjunts sén de §, el tercer d’ells perque per a qualssevol instant d’aturada
7 i instant determinista ¢, la variable aleatoria 7 A ¢ és F-mesurable (facil de com-
provar).

2) Lainclusié §rnp C§-NFpsurt de Tt Ap <7, TAp < pilapart 1).
Per a la inclusié contraria, si A € §, N 3§, llavors

An{rAp<ty=An[{r<tyu{p<t}] .,
que és de ;.

De 1) aplicat a A =  obtenim que {7 < p} € §,. L’instant d’aturada 7 A p és,
també per 1), §,-mesurable. Pero {7 < p} = {7 Ap < p} € F,.
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8.2.4 Exercici

Sigui {X;, t € RT} un procés estocastic i 7 un instant aleatori. Aleshores podem
definir sobre {7 < oo} la funcié

X, (W) = XT(w) (w)

Si {X;, t € RT} és un procés estocastic mesurable i 7 és finit, aleshores X, és una
variable aleatoria en (2,3, P).

8.3 Procés aturat

8.3.1 Definicid

8.3.2 Definicid

8.3.3 Proposicié

Draft Version:

Sigui { Xy, t € RT} un procés estocastic.
Sigui 7 un instant aleatori.
Definim el procés X aturat per 7 com {Xia., t € RT}.

Un procés estocastic { Xy, t € R*} s’anomena progressivament mesurable (o progressiu)
si per a tot t € RT, la restriccié

X‘[O,t]xQ: [0,t] x Q2 — R

és mesurable respecte la g-algebra producte B([0,1]) @ F:- o

Es veu facilment que tot procés progressivament mesurable és mesurable. El reciproc
no és cert.

Sigui {X;, t € RT} progressivament mesurable.
Sigui 7 un instant d’aturada.
Aleshores:

1) Si 7 és finit, la variable aleatoria X, és §.-mesurable.

2) El procés X aturat per 7 és progressivament mesurable.

Demostracio:

1) Volem veure que, per a tot B € B(R), {X,; € B}N{r <t} € F:. Aquesta interseccié
es pot escriure com

{weQ: (T(w),w) € {(s,w) : s<t, Xs(w) € B}}

El conjunt
{(s,w): s<t, Xs(w)e B}

és de B([0,t]) ® Ft, per la progressivitat del procés.
Haurem acabat si veiem que

VA€ B([0,t]) ®Ft, {we: (7(w),w) € A} € Tt

La colleccié de conjunts A pels quals aix0 és cert conté els conjunts del tipus [0, s]x B,
que generen la o-algebra B([0,]) ® F:.
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2) Només cal escriure Paplicacié
(s,w) — Xar(w)

com a composicié de
(s,w) — (s AT,w)

(s,w) — X (w)

La primera és (’B([O,t]) ® F,B([0,t]) ® St)—mesurable, i la segona és (%([O,t]) ®
5t, B(R))-mesurable.

8.3.4 Exercici
La Propietat de la Torre de les esperances condicionades s’estén a instants d’aturada,
de la manera segiient: Si X és una variable aleatoria integrable, i 7 i p sén instants
d’aturada,

EENE/5]=EX/E.,] - o

Gairebé qualsevol llibre de processos estocastics parla d’instants d’aturada (stopping
times, temps d’arrét) i d’instants opcionals. Vegeu per exemple en Karatzas—Shreve [5]
algunes propietats més.

8.4 Entrades a conjunts

L’exemple més interessant de instants aleatoris és el que s’anomena instant d’entrada
d’un procés a un conjunt B € B(R), que és per definicié

T(w) =inf{t: X;(w) € B}

Un instant d’entrada és instant d’aturada en certes situacions. Citem-ne tres:
1) Si{X;, t € R"} és continu per la dreta i B és obert.
2) Si{X;, t € RT} és continu i B és tancat.

3) Si{X;, te€R"} és progressivament mesurable, {§;, t € R*} és cad, i (2, Fo, P) és
un espai de probabilitat complet.

Les dues primeres afirmacions valen per processos amb valors a qualsevol espai
metric. La tercera val per processos a valors en un espai polones.

8.5 Aclariment sobre mesurabilitat, progressivitat i adaptacié

Les relacions entre els conceptes de mesurabilitat, progressivitat, adaptacid, i la
continuitat a la dreta (cad) o a l'esquerra (cag) de les trajectories sén les segiients i
només les seglients:

1) cad o cag = mesurable

2) progressiu = mesurable
3) progressiu = adaptat
4) adaptat i (cad o cag) = progressiu
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9.  Familia fortament Markov

9.0.1 Definicidé

9.0.2 Proposicié

9.0.3 Definicid

Draft Version:

Idea: Essencialment, els processos fortament markovians seran aquells que complei-
xen la propietat de Markov

P(Xt+h € B/s:t) = P(Xt+h € B/Xt)

no només pels instants deterministes s sino també per certs instants aleatoris.

Aquests instants aleatoris no poden ser qualssevol. Sempre en podem inventar que
no farien independents passat i futur, per qualsevol procés de Markov (excepte trivials).

Hi ha presentacions molt diverses de la propietat forta de Markov. Segueixo Wentzell
[12].

Fem una definici6é preliminar.

Si X és un procés estocastic mesurable i 7 és un instant aleatori, aleshores els conjunts
de la forma
{fwe: 7(w) <o0i X, (w) € B}

amb B € B(R), juntament amb el conjunt {7 = oo} constitueixen una o-algebra, que
s’anomena la o-algebra generada per X,.. [

En el que segueix escrivim conjunts tals com {X, € B} amb el significat {7 <
o0, X, € B}

Sigui { Xy, t € RT}, {Py}rera una familia markoviana homogénia, amb funcid de tran-
$1C10 .

Sigui {F, t = 0} una filtracid.

Suposem que {X;, € RT} és progressivament mesurable respecte la filtracié {§;, t € RT}.
Aleshores, la funcié de transicié p(x;t, B) és mesurable en (x;t) respecte B(RT)@B(RY),
VB € B(RY).

Una familia markoviana homogenia {X;, t € RT}, {P,},cpe és fortament markoviana
respecte la filtracié {§;, t € RT} si

1) Es progressivament mesurable respecte {§; e+
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Draft Version:

2) Per a tot instant d’aturada 7, 1 per a tota funcié
n:{r < oo} —[0,00]
mesurable respecte ¥, es té

P(Xrtn € Bjg ) =p(X;;n,B) , Pyrqs,VzeR!, VBeBRY) 5  (9.0.1)
Comprovem que la definicié té sentit: Per definicid, (9.0.1) vol dir

PAAN (Xriy € BY) = [ p(X50.5) Pafa)

VAC{r,n< oo}, AEF,.
La integral té sentit:

a) 7 1m s6n mesurables respecte .

b) {X;, t € RT} és proegressivament mesurable, i per tant X, és mesurable respecte
3§ sobre {1 < cc}.

a) i b) impliquen que la funcié w — (X, (w),n(w) és mesurable respecte F.

Per la proposicié anterior, (x;t) — p(x;t, B) és mesurable. Aplicant que la compo-
sicié de mesurables és mesurable, obtenim la mesurabilitat de p(X,;n, B).

El que resulta de la definicié, si ho apliquem a 7 i 7 no aleatoris, és una familia
markoviana respecte {F;, ¢ € RT}. Aixd no hem definit. Si es vol, podem suposar que
la filtracié és la natural del procés i ja estem en la situacié coneguda.

Tota familia fortament markoviana és doncs markoviana. El reciproc no és cert. Pero
es pot demostrar que la igualtat (9.0.1) és compleix sempre per a tota familia markoviana
si 7 1  prenen una quantitat numerable de valors.

2000/7/8. A. Alabert



Trajectories dels processos de Markov 55

10.  Trajectories dels processos de Markov

Esta clar que la definicié de procés de Markov no implica absolutament res sobre
la regularitat de les trajectories. Per exemple, un procés amb una sola trajectoria és
Markov, i aquesta trajectoria pot ser tan irregular com es vulgui.

El que volem so6n criteris que, a la vista de la funcié de transicid, ens donin propietats
de regularitat de les trajectories. De tota manera, el conjunt de trajectories d’un procés
de Markov no esta tinicament determinat per la funcié de transicié. La pregunta correcta
és del tipus: “Existeix algun procés de Markov amb la funcié de transicié donada p tal
que totes les trajectories siguin continues?”. Equivalentment: “El conjunt de trajectories
continues del procés canonic associat a la funcié p donada, té mesura exterior 17”

Comencem introduint l'espai de funcions continues en RT, que es pot considerar
“I’espai canonic” per als processos amb trajectories continues. Aquesta discussié lliga
directament amb la de 1’Apartat 1.4.

10.1 L’espai de funcions continues en R™

Sigui C = C(R*;RY) I'espai vectorial de les funcions continues sobre RT, a valors
en R

Sigui, per a cada w € C, Xy(w) = w(t).

Definim en C' la topologia de la convergencia uniforme sobre acotats (vegeu el Capitol
11). Aquesta topologia és metritzable mitjangant la distancia

sup | Xy (w) — Xi(w')]

o0
1 ogisn
d / — _ <=3
(w7w ) nz::l 2" 14+ sup |Xt(w) — Xt(wl)‘

0<t<n

L’espai resultant és polones.
Sigui B(C) la o-algebra de Borel d’aquest espai meétric.

10.1.1 Proposicié
a{X:, t =0} =B(C)

Demostracid: L’aplicacié w — Xy (w) és continua per a cada ¢ (és el funcional lineal ;) i
per tant mesurable respecte B(C). Tenim doncs que o{X;, ¢t > 0} C B(C).

Draft Version: 2000/7/8. A. Alabert



o6

Trajectories dels processos de Markov

10.1.2 Exercici

10.1.3 Proposicié

10.1.4 Teorema

Draft Version:

Per a la inclusié reciproca: Un sistema fonamental d’entorns de la topologia de C' és
el dels conjunts de la forma

{w cosup | Xe(w) — X (W) < 5} (10.1.1)
0<t<T
variant w’, T, e (les boles en cada C([0, T]; R%)).
Per a cada w', T, ¢ fixats, podem posar el conjunt (10.1.1) com

El{w DX (w) — X (W°)] < e(1 - %), vt € [0,7] N Q}

Cada conjunt d’aquesta unié numerable és de o{X;, t > 0}, de on (10.1.1) també, i
la o-algebra generada per aquests (10.1.1) estara inclosa en o{X;, t > 0}. O sigui
%(C):O’{Xt, t}O} O

De la continuitat de les trajectories es dedueix també que

U{Xm?“>t}:8\ét0{Xr,?">$} , Vt>0 . g

Recordem que a I’Apartat 1.4 veiem un procediment general per estendre l’espai
canonic de manera que fos mesurable un conjunt I'" al qual pertanyen les trajectories
d’'un procés amb probabilitat 1. Notarem B(R%)E" [I'] la o-algebra estesa resultant.

Un cop tenim I’ mesurable i de probabilitat 1 en aquest nou espai (R4)E", B(R%)E" [, P),
podem deixar totalment de banda el conjunt I'° i restringir I’espai: S’agafa, en lloc de
(RYE" el conjunt T; en lloc de B(RY)E' [, la traca d’aquesta o-algebra amb T' (inter-
secar cada conjunt de ’B(]Rd)]RJr [['] amb T'; el que resulta és una o-algebra que podem
seguir notant per B(R4)E" '] sense confusié possible), i definir sobre aquesta traca

PT(ANT)=P(A) , AeBRHET] . (10.1.2)

En la situacié anterior, PT esta ben definida i és la inica mesura sobre (I', B(RT)E" [I)
complint (10.1.2).

Demostracio:
Unicitat: Sigui @ complint (10.1.2). @ i P! coincideixen sobre tot mesurable con-

tingut en T'. O sigui, Q = P' en (I, B(RY)E" [I]).

Existéncia: Si A, B € B(RY)E' ] compleixen ANT = BT, aleshores (A—B)U(B—
A) C (RDR" T, i com T té mesura exterior 1, necessariament P((A-B)U(B—-A)) =0,
el que implica P(A) = P(B) i per tant P' esta ben definida.

Considerem ara el cas en que I' = C. Hi ha un resultat facil perd molt important,
que és el segiient. De fet, és una reformulacié de la Proposicié 10.1.1.

L’espai mesurable (C, %(Rd)RJr [C]) és (C,B(C)).

Demostracio: Només cal observar que %(Rd)R+ [C] és la minima o-Algebra en B(R4)E"
que fa mesurables les projeccions X¢, i el conjunt C. Per tant, fent la traga per C, resulta
exactament o{X;, t > 0} = B(C), segons la Proposicié 10.1.1.
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10.2 Criteris de continuitat de les trajectories

Hi ha un criteri general de continuitat de les trajectories d’'un procés de Markov
basat en el criteri de continuitat de Kolmogorov per a processos qualssevol, que escrivim
previament.

10.2.1 Teorema
Sigui P una probabilitat en (RE" B(R)E").
Suposem que per a cada T > 0, existeizen o >0, r > 04 K > 0 tals que

Ellw(t) —ws)| < K|t —s|*™™ |, Y0<s<t<T . (10.2.1)
Aleshores C té mesura exterior 1.
D’aqui es dedueix:

10.2.2 Teorema
Sigui {Py, .+, t; € RT, n € N} una familia consistent de lleis en dimensid finita.
Suposem que per a cada T > 0 existeizen o > 0, r > 0, K > 0 tals que

/2 ly — x|" Py i(d(z,y)) < K|t —s|'™™ | VO<s<t<T . (10.2.2)
R

Aleshores existeix una inica probabilitat P sobre (C,B(C)) tal que
P{th € Blv' .. ,th S Bn} = Ptl,‘..,tn(Bl X o+ X Bn) N
v0 <t1 < <tna vBlv~--aB’rL € %(Rd)

Demostracid: La unicitat ve del fet que B(C) = o{X;, t = 0}, on X; és el procés
coordenat, com abans.
Lexistencia: Existeix P/ en ((R)E", B(R4)E") tnica determinada per la familia
P,,....1.. Llavors, (10.2.2) implica (10.2.1) i C té mesura exterior 1 en (RH)E" B(RHE", P’).
P’ determina una probabilitat P al restringir-la a ’espai C, dotat amb la o-algebra
traga de ‘B(IRd)RJr amb C, i definida per P(ANC) = P'(A),VA € ‘B(Rd)R+. Pero aquesta
traca és B(C'), segons el Teorema 10.1.4.

10.2.3 Observacié
Sota la hipotesi del Teorema 10.2.1,, es pot demostrar que de fet té mesura exterior 1 el
conjunt de trajectories Holder continues en tot interval acotat amb exponent 8 < «/r:

VaeR, |w(t)—w(a)|<c-|t—al® , ¥t [t—al<M, YM >0 . g

En base a aquest criteri de Kolmogorov, tenim el resultat segiient per a processos
de Markov.

10.2.4 Teorema

Sigui p una funcié de transicid markoviana tal que VI' > 0, 3o > 0, r > 0, K > 0
complint

sup/ ly —z|" p(s,z;t,dy) < K[t —s|/'™™ | YO<s<t<T
z€R JR4
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Sigui i una probabilitat en (R, B(R?)).

Aleshores, existeix una unica probabilitat P en (C,B(C)) tal que el procés coordenat
{Xy, t € RT} és un procés de Markov continu amb funcié de transicid p i llei inicial p.
En particular, Vs > 0, Vo € RY, existeiz una nica probabilitat P, . sobre (C,B(C)) tal
que

P {X, =2, VO<r<st=1

P.. (Xt € B/ (x)) =p(r, Xp;t,B) , Vs<r<t VBeBR?Y) . g

Com a cas particular, suposem que p(s, z;t,-) té densistat

fly) =

1 —ly — |?
@2r(t — s))4/2 eXp{ 2(t — 5) }

Aleshores la hipotesi del teorema anterior se satisfa amb a =1, r =4, K =d? + 2d. En
efecte:

/Rd ly — " p(s, z;t, dy)

és (d? +2d)(t — s)?
Obtenim per tant el segiient teorema classic:

10.2.5 Teorema de Wiener
Per a cada s € RT i cada © € RY, existeir una tnica probabilitat Ps . en (C,B(C)) tal

que
P {X, =z, VO<Sr<st=1
1
1 —ly — =|?
P (Xt €B :/ dy
«(Xe € B3 (X)) b (2n(t — )2 exp{ 2t — 1) } Y
Vs<r<t VBe®BRY) . g

Aquesta mesura s’anomena mesura de Wiener d-dmensional comengant en (s, z).

10.2.6 Exercici
Existeix una tnica probabilitat en (C,B(C)) tal que Vn € N,

P{w(ty) € daq, ..., w(t,) € da,}
= f(Ost1, 1) - f(wiste —ti,22) oo f(@no1itn —tho1,2n)doy .. day,

on f ésla funcié de (3.2.1).

El procés canonic X;(w) = w(t) és, sota aquesta llei, un procés de Wiener estandar
comencant en zero.
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10.3 Criteris de Dynkin—Kinney per a processos markovians

Sigui p una funcié de transicié markoviana homogenia.
Per a cada ¢ > 0, definim

ae(t) := sup supp(x;s, B(x;€)¢) (10.3.1)
r€RI s<t

on B(xz;¢) és la bola de centre x i radi €.

10.3.1 Teorema
Suposem que Ve, 3t > 0 tal que a(t) < 1/2.
Aleshores: Ezisteiz una familia markoviana homogénia {X;, t > 0}, {Py}icre amb
funcio de transicio p i trajectories cadlag.

10.3.2 Teorema
Suposem que a.(t) —— 0, Ve > 0.
t—0

Aleshores: Existeiz una familia markoviana homogénia {X:, t 2 0}, {Py}yicre amb
funcid de transicid p, tal que:

1) Té trajectories cadlag.
2) Es uniformement continua en probabilitat; és a dir,

Ve eRY, V6 >0, P{|Xs— X =6} T 0
t—s|—0

10.3.3 Teorema
Suposem que ae(t)/t —— 0, Ve > 0.
t—0

Aleshores: Existeiz una familia markoviana homogénia {X;, t > 0}, {Py}lscra amb
funcid de transicid p i trajectories continues.

10.3.4 Teorema
Suposem que sup p(z;t,RY — {z}) —— 0.
T t—0
Aleshores: Ezisteiz una familia markoviana homogénia {X:, t > 0}, {Py}yicre amb

funcio de transicio p i trajectories esglaonades, cad, amb un nombre finit de salts en
cada interval temporal acotat.

Tots aquests teoremes valen també si 'espai d’estats és un espai polones.
No puc donar una referencia optima per les demostracions. La referéncia menys
dolenta és Wentzell [12]. També hi Particle original de Kinney [8], amb més coses.

10.3.5 Exercici
No podem esperar, llevat de casos molt particulars, que les trajectories d’un procés de
Markov siguin de classe C*.
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11.  Espais d’aplicacions lineals continues

Aquest capitol comenga molt molt abstracte. Pero descendeix a nivells bastant
concrets al final.

Suposarem que tots els espais vectorials que apareguin sén sobre R, pero tot val
també per altres cossos.

11.1 Espais vectorials topologics

11.1.1 Definicié
Un espai vectorial topologic (evt) és un espai vectorial £ amb una topologia “compatible
amb l'estructura d’espai vectorial”, en el sentit que:

1) La aplicacié

ExXE—F

(,y)——x+y

és continua (amb la topologia producte a FE X E).

2) La aplicaci6

RxFE E

N\, x)— Az

és continua (amb la topologia producte a R x E).

11.1.2 Definicié
Un espai vectorial topoldgic s’anomena localment convex (evtle) si existeix un sistema
fonamental d’entorns de l'origen format per conjunts convexos.
(De vegades, s'imposa també que la topologia sigui Hausdorff.) g

Recordem que una manera de donar una topologia sobre un conjunt és indicant els

entorns de cada punt. Un sistema fonamental d’entorns (o base local) de un punt és un
conjunt d’entorns tal que tot altre entorn inclou un d’aquest conjunt.
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11.1.3 Exemple

En un evt, és suficient donar els entorns (o simplement un sistema fonamental
d’entorns) de lorigen per tenir determinada la topologia. Els entorns dels demés punts
s’obtenen per trasllacié.

Tot espai de Banach és un evtle. g

Practicament qualsevol evt que poguem citar sense pensar massa és localment con-
vex. Excepcié illustre: La convergencia en probabilitat correspon a una topologia en
L°(Q, 3, P) que, tot i ser metritzable, no dota aquest espai de I'estructura de evtle. Aixo
si, és un evt localment acotat: Tot punt té un entorn acotat. Menys és res!

11.2 Aplicacions continues entre evt

11.2.1 Exemples

Draft Version:

Sigui 7" un conjunt. Sigui & una familia de subconjunts de 7', filtrant superiorment
per la relacié d’inclusio.

Sigui F un evt. Sigui N un sistema fonamental d’entorns de I’origen.

SiSe&, NeN,notem

M(S,N):={f:T — F tals que f(S) C N}

La familia
{M(S,N): S€&, NeN}

és una base d’entorns de I'origen en F'7' (I’espai vectorial de totes les funcions T — F) per
una topologia que s’anomena la &-topologia (nom complet: Topologia de la convergéncia
uniforme sobre conjunts S € &). No depén del sistema fonamental A escollit.

Amb aquesta topologia, un subspai G C FT (per exemple, G = FT) és un evt si i
només si Vf € G, VS € &, f és acotada sobre S (i.e. f(S) és un conjunt acotat de F).

Suposem a més:

T és un espai topologic. US és dens en T'.

Aleshores: Si G és un subspai vectorial de FT format per funcions continues en T i
acotades sobre cada S € G, llavors, amb la &-topologia, GG és un espai vectorial topologic
localment convex.

Suposem a més:

T és un evt, que notarem F. & esta format per conjunts acotats.

G és L(E,F), els subspai de F¥ de les aplicacions lineals i continues E — F.

Aleshores: L(E, F), amb la G-topologia, és un evtlc.

(Nota: No cal aqui que US sigui dens en T Es suficient que US sigui total en E:
Que Despai vectorial que genera sigui dens en E.)

(Nota: Les aplicacions lineals continues sén automaticament acotades, en el sentit
que ho sén sobre tot conjunt acotat.)

1) T conjunt.
F evt.
G format per tots els subconjunts finits de 7.
Aleshores, FT amb la G&-topologia és isomorf a l'espai topologic producte de “T’
copies” de F.
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Com suggereix el “nom complet” de la G-topologia, aquesta correspon a la con-
vergencia uniforme sobre els conjunts de &. La convergencia uniforme sobre con-
junts finits no és més que la convergencia puntual. Per tant, aquesta és exactament
la topologia de la convergencia puntual.

T espai topologic Hausdorff.

F evtle.

G format per tots els conjunts compactes.

Aleshores, amb la S-topologia (topologia de la convergéncia uniforme sobre com-
pactes) Pespai de totes les funcions continues T'— F és un evtle.

El cas de I'espai dual:

FE evtlc.

F=R.

L’espai vectorial E' = L(E,R) de totes les formes lineals continues sobre E, s’anomena
Pespai dual de E.

Siz e E, 2’ € E', s'acostuma a escriure (z’, z) := z’'(x).

A Tespai dual tenen interes dues topologies essencialment:

a) G format pels conjunts finits de E.
La G-topologia corresponent s’anomena topologia feble-x. Com en el cas de
Pexemple 1), la convergencia relacionada és la convergencia puntual:
{2}, }nen C E’ convergeix feblement- a x’ € E si i només si

nl;rr;()(sc%,x) =(2',x) , VexeE
b) & format pels conjunts acotats de F (sén aquells pels quals per a tot entorn de
Porigen N, existeix A € R tal que A C AN).
La &-topologia corresponent s’anomena topologia forta-x. La convergencia re-
lacionada és:
{z!, }nen C E’ convergeix fortament-x a ' € F si i només si

lim sup [(z),,z) — (z/,z)| =0 , VS acotat.
n—o0 xesS

Si E és un espai de Banach, aleshores E’ amb la topologia forta-x és Banach. Es
pot normar amb
|2'] := sup [(z, )]
lz=1
La bola unitat tancada {2’ € E' : |2'| < 1} és compacte.

El cas de l’espai dual del dual:

La situacié interessant és la segiient: Partim d’un evt E. Posem en E’ la topologia
feble-x. Amb aquesta topologia, considerem (E’)’. Aquest espai s’identifica amb E
com a espai vectorial: L’aplicacié

E (E/)/

z—— (2 (2, z))

és lineal i bijectiva (isomorfisme d’espais vectorials).

A través d’aquest identificacié, podem posar en E = (E’)’ la topologia feble-x a
partir de la feble-x de E’. Aquesta s’anomena topologia feble (o topologia afeblida)
de E. Sempre és menys fina que la topologia inicial de F.
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La convergencia feble és doncs: {x,}neny C F convergeix feblement a x € E si i

nomeés si
lim <xn,x’) (x,2"y=0 , Vi'eE
& lim ((y — @ z0) — (¥ — z)),2’y=0 , Va'eE
& lim <y’+—><y,xn—z>,x>:0 , Va'e B,
& lim (2’2, —2) =0 , Va'eFE

" és isomorf a F.

Si E és un espai de Hilbert, usant topologies fortes o febles, (E’)
Deduim que la bola unitat tancada de un espai de Hilbert és feblement compacta

(compacta per la topologia feble).

5) El cas dels operadors lineals continus entre evt:
Siguin E, F evt. Considerem l’espai de les aplicacions (també anomenades opera-
dors) lineals i continues L(E, F).
La &-topologia, amb & els conjunts acotats de E (topologia de la convergencia uni-
forme sobre acotats) s’anomena simplement topologia de la convergéncia acotada
Considerem ara la G-topologia, amb & els conjunts finits de F, és a dir, la topologia
de la convergencia puntual. Hi ha dues situacions interessants:

Avis: La nomenclatura €s bastant confusiva.

a) Posem en F la seva topologia natural. En tal cas, la G-topologia que resulta en
L(E,F) sanomena de vegades topologia forta. (17)
{T}nen C L(E,F) convergeix a T € L(E, F) en aquesta topologia (i.e. con-
vergeix fortament) si i només si

lim T,(x)=T(x) en F,Vx € E

n—oo

b) Posem en F' la topologia afeblida. En tal cas, la &-topologia que resulta en
L(E,F) sanomena de vegades topologia feble. (17)
{T}nen C L(E,F) convergeix a T' € L(E, F) en aquesta topologia (i.e. con-
vergeix feblement) si i només si Vo € E, T,,(x) — T(x) en la topologia afeblida
de F'; o sigui, si i només si

lim (z',T,(z)) = («/,T(x)) , Vo€ EVeF

n—oo

En el cas particular en qué F i F son espais de Banach, la topologia de la
convergencia acotada és normable per

IT| := sup |T(z)| = ”T( )
[z]=1 ng ||

Amb aquesta norma, L(E,F) és un espai de Banach. De fet, és un algebra de
Banach: |TS| < |T]-|S].
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11.3 Exemples més concrets

11.3.1 Exemple 1

11.3.2 Exemple 2

11.3.3 Exemple 3

Draft Version:

Considerem l’espai de Banach de les funcions R — R continues i acotades, amb la topolo-
gia de la convergencia uniforme. Totes les probabilitats sobre (R, B(R)) sén identificables
a elements del dual d’aquest espai, via

(P, f) ::/Rf(x)P(dx) . (11.3.1)

En efecte, (P,-) és lineal, i és continua pel Teorema de la Convergéncia Dominada.
La convergencia feble-x d’una successié de probabilitats {P,},en & una probabilitat P
equival a I’enunciat

/ f(z) Py(de) —— [ f(x) P(dx) , Vf continua i acotada.
R n—odo R

Aixo és el que habitualment anomenem convergéncia feble de probabilitats (sense Iestrella
%). Simplement, perque als probabilistes ens agrada crear confusié.

La convergencia forta-+ de probabilitats equival a ’enunciat

lim sup‘/Rf(x) P, (dx) —/Rf(x) P(dm)‘ =0 , VS acotat.

n—0oo feg

Es una convergencia massa forta per a l'aplicacié que es pretén de la Teoria de la Pro-
babilitat. Per exemple, suposem que {a,}nen és una successié de nombres reals, tots
diferents, amb limit a. Sempre podrem trobar una funcié continua f, amb |f|« < 1, tal
que f(a,) =11 f(a) = —1. Per tant,

sup [f(an) — f(a)] =2

Iflee<1

Aix0 demostra que no hi ha convergencia forta-x de les Delta de Dirac d,,, a d,. Aquesta
topologia no té en compte per res la topologia de R, i no ens interessa.

Encara sobre convergencia de probabilitats: Per qué no partim de l’espai de funcions
mesurables i acotades (sense imposar continuitat), que és un espai que sembla més natural
per integrar respecte qualsevol probabilitat? Les probabilitats sén elements del seu dual,
via la mateixa férmula (11.3.1).

La convergencia feble-x de probabilitats en aquesta situacié equival a ’enunciat

/ f(z) Po(de) —— | f(z)P(dz) , V[ mesurable i acotada.
R

n—oo R
Es immediat que aixo implica

P,(A) —— P(A) , VA mesurable.

n—oo

Igual que a I'exemple anterior amb la convergencia forta-x, que x i y estiguin a prop en
R no implica que d, i J, estiguin a prop en aquesta topologia (que, per cert, no és ni
metritzable). No interessa tampoc.

L’esperanca condicionada és un operador lineal fortament continu de L' en L'. Amb
aquesta expressié el que es vol dir és que I'esperanca condicionada és un operador lineal
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continu quan posem en L' la seva topologia natural. En efecte, si X, —— X en

LY(Q, 3, P), aleshores

B[|E[Xn/6] — B [X/g]|| <E[E[Xn = XI/g]]| =E[1X, - X[] ——0

També és feblement continu. Aixo vol dir: Continu si hi posem en L' la topologia afeblida
(tant a la sortida com a I'arribada). Com que el dual de L' és L>, el que estem dient és
que

{ VY € L*, E[Y X,] —— E[Y X] } =

{ VY € L%, E[YE [Xn/g]] —— E[YE [X/g]] }

n—oo

En efecte, observem que
E[E[Y/(,ﬂ E[Z/@H :E[E[Y'E[Z/Qﬁ]/@]} :E[Y-E[Z/@H 7

per variables Y i Z qualssevol tals que les esperances tinguin sentit. Suposem Y € L i
apliquem aixo dues vegades:

BY B[X = Xe)| B [B[Y/g] - B[Xn ~X/g]| =B [E[Y/g] - (X, - X)]

E [Y/ @} també és de L*° i per tant I'iltima expressio tendeix a zero per hipotesi.
Aquest calcul és prou facil, pero de fet es pot deduir la continuitat feble de la continuitat
forta en general: Si F i F sén dos evt i T: E — F' és continua, aleshores és continua
també si en E'i F' posem les topologies afeblides.

Les meves referéncies preferides sobre espais vectorials topologics sén Khoan [7] i
Schaefer [10].
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12.  Espais de Banach

12.1 Espais de Banach

Un espai de Banach E és un espai vectorial normat i que, com a espai metric, amb
la distancia d(z,y) := |z — y|, és complet.

Observacié: Quan en un evt tota successié de Cauchy és convergent, és diu que
I’espai és seqiiencialment complet. La completesa és una propietat més forta. Pero per
espais normats, i de fet, per a tot evt amb un sistema fonamental d’entorns de l’origen
numerable, ambdues coincideixen.

L’espai dual de E és E' := L(E,R), lespai vectorial de totes les formes lineals i
continues en E. E’ és un espai de Banach amb la norma

T
IT] = sup |Te| = sup =2
lzl<1 cek ||

Si no es diu el contrari, quan es parla de E’ se suposa que s’hi ha posat la topologia
corresponent a aquesta norma. Es diu que {T},},en C E’ convergeix a T € E’ si ho fa
en aquesta topologia; és a dir, si |T,, — T| —— 0.

n—oo

Un altre tipus de convergencia important en E’ és la segiient: Es diu que {7}, }nen C
E’ convergeix feblement-x a T' € E’ si

Vee B, Thx —— Tx enR.

n—oo

12.2 Operadors acotats en espais de Banach

Draft Version:

Si E, F s6n espais de Banach, ’espai vectorial de tots els operadors lineals continus
de F en F, notat L(E, F), és de Banach amb la norma

T
IT| ;== sup |Tz|r = sup [7z]r
lel<t lzlee lzle
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En el cas F = F, lespai L(E, E) (endomorfismes continus de E) és una algebra de
Banach amb la composicid, o sigui

TS| < [T] - ]5]
Les aplicacions lineals i continues també s’anomenen acotades. Ho sén en el sentit que

la imatge d’un conjunt acotat és acotat. Acotat i continu s’han de prendre aqui com a
sinonims.

12.3 Operadors no acotats en espais de Banach

12.3.1 Proposicié

Draft Version:

Siguin E, F' espais de Banach. Sigui D un subspai de E.

Un operador lineal de E en F amb domini D és una aplicacié lineal D — F.

Un operador lineal T de E en F amb domini D(T') és acotat si |[Tx| < M|z|, per
un cert M > 0.

Si Ty i T s6n operadors lineals de ' en F' amb dominis respectius Dy i Dy, amb
Dy C Dy, i Ti(z) = Ta(z), Vo € Dy, aleshors es diu que T és una extensié de T
(abreviadament, 77 C T5).

La topologia producte en E x F' és normable amb la norma (per exemple)

|9l = lele +lylr (12.3.1)

i en resulta un espai de Banach (si E i F' s6n Hilbert, prenent la norma equivalent
I(z,9)] = (|z|% + Hy||2F)1/2, l'espai E x F és Hilbert. El producte escalar associat és
(w1,91), (2,92)) = (z1,22) B + (Y1,92) F)-
Sigui T un operador lineal de F en F' amb domini D(T') C E. El graf de T és el
subspai de £ x F
9(T) :={(z,Tx) : z€D(T)}

Un operador lineal T' de E en F és tancat si el seu graf g(T) és un subspai tancat de
E x F. Aix0 és equivalent a dir: Si {zy, }nen és una successié d’elements de D(T),

r, —— xren F

Ta, yenF}:>$€D(T)1T$:y

n—oo

Si T és un operador lineal de E en F' amb domini D(T'), la norma del graf en D(T') és
la definida per
Izl = lzle + [T2|r

(si Ei F sén Hilbert, la norma equivalent [(z,y)| = (|z|% + Hy”%)lm, proporciona en
D(T) el producte escalar ((z1,22))y = (x1,22)r + (Tz1,T22)F, que el configura com
espai pre-Hilbert (potser no sigui complet)).

Si T és un operador lineal de F en F amb domini D(T), diem que és tancable si té
una extensié tancada.

Sigui T un operador lineal de E en F' amb domini D(T).
Aleshores, T és tancable si i només si no hi ha cap parell (0,y) amb y # 0 en g(T)
(Uadheréncia del graf).
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Dit d’una altra manera, si i només si V{xp tnen successid d’elements de D(T),

T, —— 0 en B
Tr, —— yen F —y=0

n—oo

I en cas afirmatiu, g(T) és el graf de la minima extensid tancada de T .

Demostracid: Veiem que g(T) és el graf d’un cert operador lineal: g(7") és un subspai de
Ex F. Si (z1,11), (v2,92) € g(T), aleshores (z1,y1) — (2,52) = (0,51 — y2) € g(T), i
per hipodtesi y; = yo. Per tant, g(T') és el graf d’una certa aplicacié, diem-ne T, en un
cert domini. Es lineal, perqué si T(z1) = y1, T(z2) = yo i T(axy + Ba2) = z, tindrem
(x1,9y1), (T2, ¥2), (ax1 + Bra,2) € g(T), i com g(T) és subspai vectorial, forgosament
ary + fxo = z.

Per altra banda, T serd tancat perque el seu graf és tancat. I és evident que no pot
haver-hi una extensié tancada de T" més petita que T, puix que g(7T') és el minim tancat
que conté g(T).

La implicacié contraria és obvia: Cap extensié de T pot tenir en el seu graf un
parell (0,y), y # 0, perqué no seria una aplicacié ben definida ((0,0) sempre esta en el

graf). g

En la situacié de la proposicié anterior, el domini de la minima extensié tancada T
serd el subspai de E que és adheréncia de D(T') respecte la norma del graf:

M) " cE—F |

i, six € D(T) s {#n }fnen és una successié d’elements de D(T') que convergeix a x en
la norma del graf (és a dir, z,, — x, Tz, — y) tindrem que T(z) = y. O sigui,
T(x) = lim T(z,) , enF.
n—oo
Es dedueix també del paragraf anterior que si considerem en D(T") no la norma de
E, sino la norma del graf, aleshores T:D(T) — F és un operador lineal acotat (en el
mateix sentit que hem definit abans, encara que aqui D(T") no té perque ser complet):

lzlg = lz|e + | Tz|r = [Tz|r = |z]s = |z]e < |2l
Per tant, si T' és tancat, és natural considerar I’espai de Banach (D(T), |-|,), i 'operador
T:(D(T), | - lg) — (B0 -1r)

que sera lineal i acotat.

Suposem ara que T" és un operador lineal acotat amb domini D(7T'). Si T és tancat,
forcosament el seu domini ha de ser tancat en E. Reciprocament, si D(T) és tancat en
E, aleshores T és tancat, perque: {2, }tnen C D(T), 2, —— O en E, T2x,, —— y en

n—oo n—oo

F, impliquen que z € D(T) i |[Tx,, — Tz|r < M|z, —z|g —— 0, don Tz = y.

Suposem que T és un operador lineal acotat amb domini D(T') que no és un tancat
de E. Aleshores T es pot estendre a D(T): Si z € D(T) i {zp}tnen C D(T), amb
x, — x, aleshores |Tx,, — Ty |r < M|2n — Tm| g, €l que implica que {Tx, }nen és

n—oo
de Cauchy en F, i tindra limit y € F, independent de {z, }nen. Definim Tz = y.

Es dedueix en definitiva que: Si T' és un operador lineal acotat de E en F' amb
domini D(T) i de norma |T'||, aleshores T té una unica extensié lineal acotada T amb

domini D(T) i |T| = |T|. L’extensi6 sera un operador lineal tancat.
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Si X és un espai topologic, sabem que vol dir la continuitat de funcions u: X — FE.
Si X és un espai de Banach com E, també hi ha un calcul diferencial (calcul diferencial
de Fréchet) que permet parlar de funcions diferenciables u: X — FE, analeg al calcul
diferencial de funcions R” — R™. Finalment, si (X, §, 1) és un espai de mesura, es pot
parlar de mesurabilitat i integracié de funcions u: X — FE, i també, si pu és una mesura
a valors en E es pot parlar de mesurabilitat i integracié de funcions X — R respecte
aquesta u.

En tot cas, només necessitarem el cas en qué X = R. Per tant, particularitzem
directament a aquesta situacio:

Diem que w:R — FE és continua en t si }llirrb u(t + h) = u(t) en E (o sigui, si
fult + ) = u(t)| 5 — 0).
Diem que u: R — FE és derivable en t i la seva derivada és z € E si
u(t + h) — u(t)

lim ——— ==z
h—0 h

en E (o sigui, si |u(t + h) — u(t) — hz|g P 0). Notacié: z = 2%(¢).
Si u:R — F és derivable en ¢, 1 T és un operador lineal acotat de E en F', aleshores
Tu:R — F és derivable en ¢, i

W 4y = (%)

Quant a la integral, es pot definir una integral “a la Riemann” o “a la Lebesgue”.
D’integrals a la Lebesgue n’hi ha diverses. La més simple, encara que no és la més general
possible, és la integral de Bochner, que funciona de la manera segiient:

Sigui u: R — E una funcié numerablement valuada, és a dir, que es pot escriure com

u(t)=> ap-1a, . ax €E, Ap € B(R)
k=1

Aleshores, t — |u(t)| és una funcié real mesurable, i es diu que w és Bochner integrable
sii ¢ — |u(t)| és Lebesgue integrable, i en cas afirmatiu es defineix

/Ru(t) dt := iak “MAg)

k=1
on A representa la mesura de Lebesgue. La definicié té sentit perque

o0

> lowl - Ate) = [ Tu(o)dt < +0
k=1 R
Sigui w: R — E una funcié qualsevol. Diem que u és Bochner integrable sii exis-

. .2 . q.p.t. .
teix una successié {un }nen de funcions numerablement valuades tal que w, —— u i
n—oo

lim [, |un(t) —u(t)| dt =0, i en cas afirmatiu es defineix
n—oo

/u(t) dt .= lim [ wu,(¢t)dt
R

n—oo R
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La definicié té sentit perque:

a) El limit existeix i és unic:

|| / w(t) dt / wn(£) ] = | / (n(8) — um(t)) di]
< / lun(t) — wm(8)] dt < / Jun(t) — u(t) | dt + / lut) — um(D] dt

d’on la successié d’integrals és de Cauchy en E i per tant té limit unic.
b) Es comprova que la definici6 és independent de la successié escollida.
La classe de funcions Bochner integrables es caracteritza facilment: Sén limits q.p.t.

de funcions numerablement valuades tals que / Ju(t)| dt < oo.
R

Escriurem una llista de propietats de la integral de Bochner. Observeu la similitud
amb la integral de Lebesgue de funcions reals. Per les demostracions, més propietats
de la integral de Bochner, i una introduccié a la integral de Pettis (més general), vegeu
Hille-Phillips [4].

1) Una combinacié lineal de funcions Bochner integrables és Bochner integrable i la
integral és lineal.

2) | / u(t) dt] < / Ju(t)] dt.

3) Si {un}nen és una successié de funcions Bochner integrables, i lim |wn(t) —
n,m—oo [p

Um ()] dt = 0, aleshores:

a) Existeix u Bochner integrable tal que

n—oo

/ Ju(t) — un(t)| dt —— 0
R

b) Si v també compleix

n—oo

/ o(t) — un(B)] dt —— 0
R

aleshores u = v q.p.t.

¢) lim Run(t) dt:/Ru(t) dt.

n—oo

4) L’espai de funcions R — F Bochner integrables, amb la norma (un cop identifiquem
totes les funcions que sén iguals q.p.t.)

lu] = / Ju(t)] dt

és un espai de Banach.

5) Si {un}nen s6n Bochner integrables, wu, AP g |un(t)] < F(t), amb F € LY(R),
oo

n—

aleshores u és Bochner integrable i

tim [ (0t = /R u(t) dt

n—oo
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6) Si T: E — F és un operador lineal continu entre espais de Banach, i w:R — F és
Bochner integrable, aleshores t — T'(u(t)) és Bochner integrable i

r[ /R u(t) de] = /R T(u(t)) dt

7) Hi ha un Teorema de Fubini.

8) Si u és Bochner integrable,

m/||u(t+h)—u(t)||dt:O
R

li
h—0
9) Teorema Fonamental del Calcul: Si u és Bochner integrable,
1 t+h
%13%) E/t u(s) ds = u(t)

10) Regla de Barrow: Si u és derivable i 9%(t) és continua, aleshores és Bochner inte-

di
grable, i
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13.  Semigrups d’operadors

Com hem vist a ’Apartat 7.3, a cada funcié de transicié markoviana homogenia
podem associar un semigrup d’operadors sobre un cert espai de Banach. Hem vist també
algunes coses relacionades amb aquests semigrups en el cas de cadenes de Markov amb
espai d’estats finit (Exemple 7.3.2).

Estudiem-ho ara en detall. Parlarem de semigrups generals en espais de Banach,
pero els exemples provindran de funcions de transicié markovianes homogenies.

13.1 Semigrups d’operadors en espais de Banach

13.1.1 Definicio

Una familia d’operadors lineals acotats {T%, ¢ > 0} d’un espai de Banach en si mateix és
un semigrup d’operadors si

Ts+t = TsTt 5 Vs,t > 0 . O

A risc de caure en la pedanteria, justificaré el nom de “semigrup”. Un semigrup
abstracte és un conjunt S amb una operacié binaria que té la propietat associativa. Si,
a més, té la propietat commutativa s’anomena abelia. Si X és un conjunt, un semigrup
d’aplicacions de X és una familia d’aplicacions, tancada respecte la composicié (que
ja és sempre associativa). Un semigrup d’aplicacions ¥ és una realitzacié del semigrup
abstracte S si ¥ és la imatge de S per un homomorfisme de semigrups. El que diem doncs
a la definicié anterior és que {T},t > 0} és una realitzacié del semigrup abstracte (R, +).
Més (molt més!) sobre la teoria analitica de semigrups en Hille-Phillips [4].

13.2 Semigrup d’operadors associats a una funcié de transici6 homogeénia

Draft Version:

Sigui (E, ) un espai d’estats (pensem sempre en R o R™, perd tot el que segueix és
molt general).
Sigui p(+;-,-) una funcié de transicié markoviana homogenia.
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Sigui
b¢ := {f: E — R mesurables i acotades}

b€ és un espai de Banach amb la norma del suprem
| floe = sup [f(2)]
z€EE

Definim, per a tot t € RT, Vf € b€,

Tof)(x) = /E f)plast,dy) (13.2.1)

13.2.1 Proposicié
En la situacid anterior, es té:

1) Ty = Id.
2) Vt, Ty és un operador lineal i continu de b& en bE de norma 1. (Concretament,
T;1=1.)

3) fz20=Tf>0.
4) La famdlia {T}}er+ satisfa la propietat de semigrup

Tt_;,_s = Tth s Vt, S € R+

Demostracio:

1) p(x;0,-) és 0g, i per tant [To f](z) = f(x).
2) La linealitat és conseqiiéncia de la linealitat de la integral. Per altra banda, si
Ifle <1,

|| / F(9) plas b, dy)loe < sup / 1F()| plas t, dy) < sup / Lp(eitdy) =1
FE xeFE JE xeE JE

el que demostra que T} és continu i de norma més petita o igual a 1.
Finalment, prenent f =1,

Ttlz/lp(x;t,dy)zl ,
E

i per tant la norma és exactament 1.
3) Conseqiiéncia de la positivitat de la integral.

4) Aixo és de fet 'equacié de Chapman—Kolmogorov traduida als operadors Tj:

T/(T )] () = /E /E F(2) ply; 5, d2) plas t, dy) = /E F(2) plait + 5,d2) = [Toaf](2)

13.2.2 Observacié
Si {X:, t € RY}, {P,}sep és una familia markoviana homogenia, podem expressar
(13.2.1) com

[T f](w) = Ep, [f(X¢)]
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13.3 Generador infinitesimal d’un semigrup

Farem abstraccié del fet que el semigrup d’operadors provingui d’una funcié de
transicié mitjangant (13.2.1) i estudiarem els semigrups d’operadors en general. Els
nostres examples estaran, pero, relacionats amb processos markovians.

13.3.1 Definicions
Tota familia {7} };cr+ d’operadors lineals continus en un espai de Banach B satisfent
Ti1s =TT, s’anomena semigrup d’operadors en B.
Si a més |1 < 1, Vt, s’anomena semigrup de contraccions. g

Observem que si coneixem T} per t € [0, ], per un cert € > 0, aleshores el coneixem
per tot ¢, per la propietat de semigrup. Es logic intentar trobar “caracteristiques infini-
tesimals” del semigrup al voltant del zero, i veure que es pot deduir del semigrup a partir
d’aquestes caracteristiques.

13.3.2 Definicio
Sigui {T}};ecr+ un semigrup d’operadors en un espai de Banach B, amb T; = Id.
Definim Tf—f
Af = lim -2 — 7
f=lim—= ;
on el limit és en el sentit de la norma de B, per aquelles f € B tal que el limit existeixi.
Dit d’una altra manera,

T f —
f*Af"BZO

A és un operador lineal, pero en general no acotat. El seu domini sera un cert subconjunt
Dy de B.
Arep el nom de generador infinitesimal (o operador infinitesimal) del semigrup {7} }1er. o

Observeu que, si imposem Ty = Id, 'operador A és la derivada en 0 per la dreta de
la funcié ¢ — T3, definida respecte la topologia forta en £(B, B) (vegeu Exemple 11.2.1,
5.a).

Podriem considerar el mateix tipus de limit en les altres topologies importants de
L(B,B)? Si:

1. Topologia de la convergencia acotada (la més forta, que configura L£(B,B) com
y — Id

espai normat): Definiriem A = }in(l) en aquesta norma. Si el limit existeix,
A€ L(B,B).
2. Topologia feble (la més feble): Definiriem Af com l’element de B tal que per a tot
T f—
f" en el dual B’, %in(l)(f’, #) = (f', Af), si existeix.
El generador infinitesimal definit mitjancant la convergencia forta és el que interessa
més.
Donat un semigrup d’operadors, trobar el domini del generador infinitesimal A és
en general dificil. Trobar la forma de A en un cert subdomini sol ser més facil.

13.3.3 Exemple (Cadena de Markov amb espai d’estats finit)
Ens referim als exemples 7.3.1 1 7.3.2. En 7.3.1, hem vist que

(T2 f1(i) = Z f(k) - pe(is k)
k
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En el nostre cas, p; és una matriu NV x N i f és un vector N-dimensional. Es a dir,

Tif =pe- f

El generador infinitesimal sera precisament par, matriu que haviem anomenat A a I’Exemple
7.3.2. Té per domini I'espai sencer RY, i determina T}. Si la cadena tingués espai d’estats
numerable, no podriem afirmar cap d’aquestes dues coses.

13.3.4 Exemple (moviment determinista amb velocitat constant)

Draft Version:

Suposem que {X;, t € RT} representa un moviment amb velocitat constant no aleatori
en R. O sigui, X; = x¢ + tv, per certes constants xg i v > 0.

Funcié de transicié:
p(.’lf, t7 ) = 5a:+tv

Semigrup:
T, f)(x) = / F(y) plast,dy) = / F () Sasinldy) = F( +t0)

Generador infinitesimal: Per a cada z,

T =1 oy JE ) = S@) 'S
t t—0 t dx

lim
t—0

()

d+
Sembla, doncs, que de moment A = v— és el candidat, i que el domini ha d’estar

x
contingut en el conjunt de funcions acotades que tenen derivada per la dreta en tot punt.
Hem de imposar que aquest limit per cada z sigui uniforme en z. Quan passa aixo?
Observem primer

lim |T,f — floo < lim (IT2f — f — tAf oo + [tAS )
= lim |T2f — f —tAf]
f-f
t

—
= lim 7] —Afloo =0

(ambdés factors tendeixen a zero, de fet). El que estem veient en el fons és que “la
derivabilitat implica la continuitat”.
Per tant, en el nostre cas,

If (@ +vt) = f(@)]oc —— 0,

t—0+

el que implica que f ha de ser uniformement continua. Aleshores,

fla+ovt) - f(z)
t

d+f

també és una funcié uniformement continua en z (i acotada), per a tot ¢t. De on ——

T
és el limit uniforme de funcions uniformement continues i acotades i per tant també és
uniformement continua i acotada. Pero tota funcié continua amb derivada per la dreta
continua és derivable.
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En resum, hem obtingut que si f € Dy, aleshores f ha de ser uniformement continua,
acotada, i amb derivada uniformement continua i acotada. Notem Cy , :(R) aquesta

classe de funcions. Tenim doncs Dy C Céunif(]R).
Per altra banda, si f € C’g’unif(R),

[z +vt) = f(2)

. _ !
fimaup| S e @)
! Azvt) —
= lim sup v~f(x+ vt) f(x)—vf’(x)’ , amb0< A\, <1
tHOIGR t

que és igual a zero, per la continuitat uniforme de f’.
Conclusié: Da = G} ,.(R) i Af = vf’.

13.3.5 Exemple (Equacié diferencial definida per un camp de vectors)
Sigui b: R — R? de classe C'!' amb derivades acotades.

Considerem iX
t
hal Z A
TR
Xo =X
Aix0 defineix un procés determinista.

Funcié de transicié:
p(x;t, ) = 0x,(a)

Semigrup:

T f)(x) = / F(y) plast, dy) = / F(0) 8,0y (dy) = F(Xo(a)

Generador infinitesimal: Sigui Cgomp(Rd) I'espai de funcions de classe C'! a suport
compacte. Si f € Clypp(RY),

d
Fy) = f@) =) 0;f(x) - (y; — ;) +olly — ),
j=1

i per tant
T,f(z) — f(2)
t
F(X(2) = fla) & Xe(2); — ;| o(|Xe(x) — xl)
= : —;@f(%‘) ” + ;
Fent t — 0,
 Tif(2) - fl@) &
lim . = b;(2)0;f(x)

Jj=1

per a tot z. Anem a veure que el limit és uniforme. Per no complicar la notacid, fem-ho
suposant d = 1. En dimensid superior és identic.
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Pel Teorema del Valor Mitja,

per un cert & en el segment que uneix x i X¢(x).

Com f és de suport compacte (i per tant la seva derivada també), anterior valor absolut
és zero fora d’aquest compacte. Podem suposar que calculem el suprem en un compacte.
Observem també que:

X0~ < [ 10K
< [ ) - o)l ds + o)
<0 [ 1Xutw) ~ alds +10(a)
Per la desigualtat de Gronwall,

[ Xi(2) — = < tlp(2)| - exp{Ct}

i veiem d’aqui que si fem variar « en un compacte i ¢ en un interval [0, T, aleshores X(x)
també pren valors en un compacte.

Ara,
sup () T =E — pr(aypia)]
= sup )+ (K= o) + (71(0) - ) T
< sup |f7]sup m - b(ﬂ?)‘ +sup |f/(§) = f'(x)[ sup Xt(xt) — x’

El primer sumand:

oup | o)

¢ | 0@~ bw) as

= sup
x

<4 [ s b @) o)) ds

1 t
< ZK/ sup | Xs(z) — x| ds
0 x

—_

t
< EK/ supt|b(z)| - exp{Ct}ds
0 =«

que té limit zero quan ¢t — 0.
En el segon sumand tenim un factor acotat,

Xi(z) — =z 1/t
sup‘%‘ = sup ‘?/ b(Xs(z)) ds| < sup ||
T z 0
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(el suprem és sobre un compacte i per tant finit), i un altre factor que té limit zero quan
t—0:

lim sup [f(£) — f'(x)| =0,

t—0 4

perque f’ és uniformement continua.

En resum, hem obtingut que CL (R?) C D4 i que

comp

d

[Afl(z) =D bi()d; f(x)

Jj=1

Qui és exactament D47 No ho sé.

13.3.6 Exercici (procés de Wiener)

L’espai C? .. de funcions de classe C? amb derivades fins a ordre 2 continues i fitades

pertany al domini del generador infinitesimal del procés de Wiener (tant en dimensié
d =1 com per d > 1). Per f € C’f’ el generador infinitesimal del procés de Wiener
en R és

unif?’
1

Af@) = 3f"@)

i el generador infinitesimal del procés de Wiener en R? és

Af(x) = JAf@)

on A és 'operador de Laplace.
Trobarem els dominis més endavant (Exemple 13.7.3).

13.4 Continuitat forta del semigrup

13.4.1 Proposicié
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A TExemple 13.3.4 hem vist que f € D4 implica la continuitat en zero de la funcié
R* — B definida per t — T} f:

T, f —
Baren: 2L g — 0] = ms-fls —0

Notarem
Boi={/ € B: ITif — s — 0}

Sabem ja que Dy C By C B.

Sigui {Ty, t € RT} un semigrup d’operadors sobre l’espai de Banach B, amb Ty = Id.
Sigui By com abans.
Aleshores:

1) By és un subspai vectorial tancat de B.
2) Ty(By) C By, Vt.
3) La funcio
R* —— L(Bo, Bo)
t T

és fortament continua a lorigen. (La topologia en By és la induida per B.)
4) La funcid de 3) és de fet fortament uniformement continua en tot t.
5) Vf €Dy, Af € By.
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Demostracio:
1) Es facil que és subspai. Es tancat: Sigui {fn}nen C By amb lim f, = f en B.
n—oo

Tenim que

ITef = I < ATef = Toful + 1Tefn = fol + 1o = AL <ITellfn = F1 4+ [T fn = ful

Fixem £ > 0 tal que |f,, — f| < ¢; després agafem 6 > 0 tal que |T:f, — fn] <cija
esta.

3) Obvi.

2) i4) Suposem s < t.

17t = Toflp = |Ts(Tt—sf = Dz < 1 Teleiso,5o) ITt-sf = Hl ———> 0,

i d’aqui surten immediatament ambdues afirmacions.

5) Es dedueix de la férmula de A i el fet que By és tancat.

13.4.2 Observacié

De vegades, abans de comencar a parlar de generadors infinitesimals, es posa la hipotesi
que el semigrup sigui fortament continu a l'origen (By = B). Aix0 no té cap importancia
especial, perque sempre ens mourem dins de By. En l'aplicacié que tenim en ment
(semigrups determinats per funcions de transicié), vol dir que el semigrup no el definiriem
sobre b€, sino directament en el seu espai de continuitat forta Bg C b&.

Per altra banda, si es demana continuitat forta a l'origen, no cal posar T, = Id, perque
es dedueix: Per f € By,

Tof = To(}iﬁ(l] T f) = lim ToTi f = lim To+e f = f
Tot plegat no és res profund. Es qiiesti6 de gustos.
13.4.3 Proposicié

Sigui f € Dj4.
Aleshores, Ty f € Da per a tot t, la funcido t — T, f és derivable, i

d
que també es pot expressar
t t
T.f — f :/ AT, f ds :/ TsAfds . (13.4.2)
0 0

Demostracio:
1) th € DA i Ath = TtAfZ

TWTif — Ty f B Tnf—f

| RS = T (M - Af) s

Tnf—f
<L 75—~ Afls —0
h—0

2) AT, f = LT, f:
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Sabem que T;f € D 4. Llavors,

LI f-Tf . Tywnf-Tf df
h = fim, h =

ATif = fn

Només queda veure que, per ¢t > 0, la derivada per l'esqurra Cg—;Tt f també existeix i
coincideix amb T; A f:

” Linf —Tif

A gags =1 (P

—h
) = T-nAflo + |T-n Af — T Af |

) —ThWAf|B

f="Tnf

< ITn (=

El primer sumand és menor o igual que

Thf—f
h

|Te—nl -1 —Aflg ——0

RN\0

El segon també tendeix a zero, perque Af € By (Proposicié 13.4.1).
3) La férmula (13.4.2) és la forma integral de (13.4.1).

13.4.4 Observacié
El resultat anterior es pot formular dient que u; = T f és solucié de 'equacié diferencial
en espais de Banach
i
{ at

ug = f

13.5 La resolvent del semigrup

13.5.1 Proposicié

Sigui Ty un semigrup de contraccions en un espai de Banach B.
Sigui A el seu generador infinitesimal.

Sigui g € By.

Aleshores, per a tot A > 0, l’equacid

N —Af=g (13.5.1)

té una unica solucic f € D4, i ve donada per

o0
f=Ryg:= / e MT,gdt
0
A més, loperador Ry: By — Bg és lineal, continu, amb |Ry| < 1/\.
Demostracio: La integral té sentit, perque la norma de 'integrand esta acotada per la

funci6 integrable e=*|g|.
De la propietat 2) de la integral de Bochner (Apartat 12.4), es té

IRagl < / M| Tyg] dt < /
0 0

oo

1
— At
dt = ~
e ||9H )\"9”
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13.5.2 Definicio

Anem a veure que f = Ryg és de D4 i solucié de I'equacié de I’enunciat:
(oo} (oo}
Tnf =ThRag = / e My hgdt = / e MM g dt
0 h

00 [e's) h
= ekh/ e MTygdt = e [/ e MTgdt — / e MTg dt}
h 0 0

=M [f — /h e MTg dt]
0

Per tant,
Tf =1 = 1 — ﬁ " e_)‘tth dt
h h h Jo

Fent h — 0, veiem que el limit existeix i que és Af — g, de on f € D4 i satisfa I'equaci
(13.5.1).

Anem a veure la unicitat de la solucid. Si hi ha dues solucions diferents, la seva resta

© sera un element no nul de Dy tal que Ap — Ap = 0. Per (13.4.1), tindrem

th 2

= T,
dat tp

Intuitivament, la solucié d’aquesta equacié diferencial, tenint en compte la condicié inicial
TOQO =¥, és
Ttga = eAt‘P )

d’on || = e | Typ| < e ¢, cosa que només compleix ¢ = 0. Fem-ho més rigoros:

d(e MTyp) _xd(Typ) —At
o ¢ Ty T

=e Mo — e MTp =0
Integrant entre 0 i co ens queda immediatament ¢ = 0.
El que diu aquesta proposicié, en altres paraules, és que, per qualsevol A > 0,

'operador A\Id — A és bijectiu de D4 en By, i es defineix Ry := (AId — A)~L.

L’operador bijectiu Ry: By — D4 s’anomena la resolvent de l'operador A (i també del
semigrup {Ti}icr+)- O

oo
També es pot definir directament Ryg := / e MT,gdt, per ¢ € B tal que la
0

integral estigui ben definida. Aixd no té importancia.

13.6 El potencial

Draft Version:

Si posem A = 0 a la definicié de la resolvent, obtenim un operador que en general és
no acotat, encara que el semigrup sigui de contraccions:

Rg::/ Tigdt
0
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13.6.1 Proposicié

s’anomena potencial del semigrup T;. El domini de R esta format per les funcions g tals
que T;g és integrable.
Posant A = 0 en la Proposicié 13.5.1, obtenim el segiient resultat pel potencial:

Sigui {Ty, t € R*} un semigrup de contraccions en un espai de Banach B.
Sigui A el seu generador infinitesimal i R el potencial.
Sigui g € By.
Aleshores:
1) La funcio f := Rg pertany a D4 i és solucid de ’equacio
—Af=g . (13.6.1)

2) Si a més l'operador R és acotat, f := Rg és la unica solucid de (13.6.1), el que ens
diu que en aquest cas A és bijectiu de Dy en By, i R=A"1.

Observeu que la resolvent Ry d’un semigrup {7}, ¢t € R*} coincideix amb el potencial
del semigrup {e T}, t € RT}. D’aqui que es poden estudiar les propietats de les
resolvents a partir de les propietats dels potencials.

13.7 Relacions entre semigrup, generador infinitesimal i resolvent

13.7.1 Proposicié

Draft Version:

Ens fem dues preguntes:

a) El generador infinitesimal determina el semigrup? El que tenim fins ara és que

T, — A «— Ry

)
on — vol dir ‘determina’.
b) Quins operadors A en By sén generadors infinitesimals d’algun semigrup d’operadors?

Fem primer la pregunta a). La resposta esta en el Teorema 13.7.2. Veurem abans:

Sigui {Ty, t € RT} un semigrup de contraccions fortament continu en un espai de Banach
By.

Sigui A el seu generador infinitesimal.

Aleshores:

1) Da = By (es diu que A esta densament definit en By ).
2) L’operador A és tancat.

Demostracio:

1) Si f € By, construirem una successié d’elements de D4 que convergeixen a f. Re-
cordem que Dy = Ry(By), YA. La successié que anira bé és AR, f, fent variar A cap a
infinit:

INRAS — fl =1 / e M (T f — f)di]
h %)
<| / e M(TLf — f)di] + | / e M(TLf — f)di]

<suplTif = fl+ [ A N(TS]+ 1)
t<h h

h
<sup [T f — fl+21f] | Ae™dt ——sup|Tif — f]
t<h 0 A—oo t<h
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13.7.2 Teorema

13.7.3 Exemple

Draft Version:

per Convergeéncia Dominada. Com que el semigrup és fortament continu en By, fent ara
h — 0, obtenim la convergencia buscada.

2) Sigui {fn}nen una successié d’elements de D4 amb limit f, tal que Af, té limit g.
Hem de veure que f € Dy 1 Af = g.

fn=Rxo(Ald = A)(fn) = Bx(\fn — Afn)
Fent n — oo en aquesta igualtat, tenint en compte que R és continu,

f=ROf—g) (13.7.1)

que implica que f és de la imatge de Ry, que és D 4.
Per altra banda, aplicant R, ' = Ald — A en (13.7.1), obtenim

Ad—A)f =Af-g ,
d’on Af =g.

Si dos semigrups de contraccions {Ty, t € Rt} i {T}, t € Rt} tenen la mateiza resolvent
(equivalentment, el mateix generador infinitesimal) aleshores Ty = Ty, Vt sobre By.

Demostracid: Recordem que Dy = By, i per tant I'espai By esta determinat pel generador
infinitesimal (equivalentment, per la resolvent), i ha de ser el mateix pels dos semigrups.
Que les resolvents coincideixin vol dir que Vf € By, YA > 0,

/ e’”thdt:/ e M, f dt
0 0

Perd aixd implica Tyf = T,f, per a tot t. Vegeu Dynkin [3], 1.3.1.6, pels detalls. Es-
sencialment, les integrals anteriors son transformades de Laplace, per la qual hi ha una
férmula d’inversio, analogament al cas de funcions valuades en R.

Atencié: T; queda determinat sobre By. No sobre B. Per tant, no podem treure
d’aqui la conclusié que si T} és el semigrup associat a una funcié de transicié markoviana,
aquesta quedi determinada.

Amb I’ajuda de la resolvent, calcularem el domini del generador inifinitesimal associat al
procés de Wiener en dimensié d = 1.

Ir pas: By = Ch unit:

Veiem primer que per a tot f € B (’espai de funcions reals mesurables acotades), Ry f €
Ch,unit (Uespai de funcions uniformement continues i acotades):

Sabem que
1 2
—(z—y)"/2t 4
e
— [ 1w y

T, f(x) =

La resolvent en f sera
1

_ Oo =Xt —(z—y)?/2t
Raf(o) = [ ez [ et dyay

o 1 \
_ —At —(@=9)"/2t 34 g4
e e
/R f(w) /O — y

_ 1 —V2X|a—y|
m/ﬂ{f(y)e Yidy
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(la dltima igualtat no és facil), d’on es veu sense dificultat que Ry f € Ch unit-

Com que D4 = Rx(Bo) C Cpunif, i Chunir és un subspai tancat de B, tenim que By =
Dy C Cyunit-

Per altra banda, també és un exercici facil comprovar que By O Cp unit-

Conclusié: By = Cp, unis-

2n pas: Veurem ara que Dy C C’iunif :
Com que Rx(By) =Da i By = Cp,unir, només hem de comprovar que

Vf € Chunit; Brf € Ch it

I aix0 es veu directament:

\/ﬁkpf |
Rof(a \/_ / Iy ol dy

— T— 1 * — —x
= [ g e gy — [T e B gy

és derivable respecte de x i

%R,\f(x) = \/L—)\[ \/_/ fly e V2A@y) dy — f(z) + \/ﬁ/x f(y)e*‘/ﬁ(y*x) dy

/ Fly)e V@) dy+/oo Fly)e V=) dy

que torna a ser derivable respecte x i

© Rat(a) =~ f(z) - VX / " p)e VP dy - f(o) + VX / wf(y)e‘m@‘f) dy

dz
ot VB[ e Ty [ e ona]

que ja no és derivable. En tot cas,

d d?

Ry f(x), %Rxf@% %R/\f(@

sén uniformement continues i acotades.

3r pas: Finalment, sabem per calcul directe (Exercici 13.3.6) que C7 s C Da. Arribem

b,uni

a la conclusi6é que Dy = Cb’unif i Af = %f”( ).

En el cas del procés de Wiener en R?, només és té C’iunif C D4 ino hi ha igualtat. Aixo
és conseqiiencia de qué A ha de ser un operador tancat. En canvi, se sap que 1'operador
de Laplace no és tancat (si d > 1). Per tant, el generador infinitesimal té un domini més
ampli.

De fet, se sap que %A és tancable, 1 que el generador infinitesimal és la seva minima
extensié tancada.

Fem ara la pregunta b) del principi de l'apartat. Quins operadors lineals A en un
espai de Banach sén generadors infinitesimals d’algun semigrup?

Per una banda, si A és acotat, A és generador infinitesimal d’un semigrup, que a
més es construeix molt facilment a partir de A. Es pot representar com T; = e (a
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13.7.4 Proposicié
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precisar el significat d’aix0). Per altra banda, si A és no acotat, en general no, pero hi
ha un conjunt de condicions necessaries i suficients per tal que A doni lloc a un semigrup
de contraccions.

Per estudiar el primer cas, definirem primer la funcié exponencial d’'un operador
acotat, i veurem algunes de les seves propietats.

Siguin B un espai de Banach. Considerem en £(B, B) la topologia de la convergencia
acotada, que és normable i el configura com a espai de Banach.

Sobre qualsevol espai normat es poden considerar series, i funcionen molt semblant
al cas de les series de nombres reals o complexos. Es pot definir la convergencia d’una
serie com la convergencia de la successié de sumes parcials.

Si B és un espai normat, es diu que una série » f, és absolutament convergent sii
n>1
la série numeérica Y | f,| és convergent. (També es diu normalment convergent, si es vol
n>1
insistir en queé tenim una “norma” i no un “valor absolut”. Qiiestié de gustos.)

Sigui B un espai de Banach.
Sigui Y fn una série en B.

n>1
Si > fn é€s absolutament convergent, aleshores és convergent i
n>1
oo o0
1D fal <D 1l
n=1 n=1

Demostracio: La convergencia absoluta de la serie implica que
m
Ve>0, IngeN: m>k>ng = Z||f”||<£
n==k

Donat que
m m
1D Fl <D0l
n=~k n=~k

estem dient que la successié de sumes parcials és de Cauchy, i com ’espai és complet, és
convergent.

La segona afirmacié és la desigualtat triangular passada al limit, usant que la norma
és una funcié continua.

La gracia de les series absolutament convergents és, al igual que per séries numeriques,
que sén també commutativament convergents (una altra nomenclatura sense importancia
que hom troba de tant en tant), és a dir, que qualsevol reordenacié dels seus termes déna
lloc a una altra serie absolutament convergent i amb el mateix limit.

Sigui A € L(B, B). Es defineix I'operador 1’exponencial de A com

o0

1
et = AT (13.7.2)
n=0

2000/7/8. A. Alabert



Semigrups d’operadors 87

Recordem que A, B € L(B,B) = |AB| < |A]|B]|. Per tant,

A 1A
< (13.7.3)

nl

la serie de (13.7.2) és absolutament convergent i la seva suma existeix. e € L(B, B).
Obseveu que si B és de dimensi6 finita, estem definint la coneguda “exponencial d’una
matriu”.

13.7.5 Proposicié
Propietats de e :

1) fet] < el
2) e = ecld.
3) AB = BA = efeP = ATB,

. etA
4

; d — A (en L(B,B)!, o sigui, en la topologia de la convergéncia acotada).

Demostracid: 1) és (13.7.3) passada al limit. 2) és evident. 3) es comprova multiplicant
les series (el fet que dues séries absolutament convergents és puguin multiplicar i en
resulti una serie absolutament convergent és cert com per a séries numeriques).

4)

H tA Id tA” H i Antn” < f: “An” mn t] Al 1 t”A" 0
et —1d — = — —th =" -1 —0 .
— nl = = nl t—00 O

13.7.6 Corollari
Per la Proposicié 13.7.5, 3), {e!A} és un semigrup d’operadors. Per 4), el seu generador
infinitesimal és A.
Per tant: A € L(B,B) = A és generador infinitesimal d’un semigrup d’operadors:
T,=e teRt. 4

De tota manera, aix0 no ens assegura que T} = e'” sigui un semigrup de contraccions.

Veurem ara el criteri general d’obtencié d’un semigrup de contraccions a partir d’un
operador donat A, acotat o no:

13.7.7 Teorema de Hille—Yosida
Sigui By un espai de Banach.
Sigui A un operador lineal de By en By amb domini D 4.
Aleshores, A és el generador infinitesimal d’un semigrup de contraccions fortament con-
tinu en By si i només si
a) D_A = Bo.
b) VA >0, existeir Ry := (AMd— A)~': By — By lineal continu.
c) [RAl <1/A g
Completem el Teorema de Hille-Yosida amb ’enunciat segiient:
13.7.8 Teorema
Suposem que By és subspai de l'espai de funcions continues i acotades B.

Sigui A un operador lineal de By en By complint les condicions a), b), c¢) del Teorema
de Hille-Yosida.
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Sigui {Ty, t € RT} el semigrup de contraccions fortament continu en By donat pel
Teorema de Hille- Yosida.
Aleshores:

1) {Ty, t € R} és positiu (f > 0= Ty f >0) si i només si (A\ld— A)~1 és positiu.
2) T}1 =1, per atott siinomés sia € Dy i A1=0. g

Aix0d ens déna les condicions addicionals per tal que el semigrup {1}, t € R*} sigui
I’associat a una funcié de transicié markoviana homogenia.
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