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Motivacién y ejemplos 1

L.

Motivacion y ejemplos

Desde que en el siglo XVII Newton y Leibniz pusieron las bases del que ahora llamamos “Célculo
Diferencial”, las ecuaciones diferenciales han sido una herramienta matematica fundamental para
modelizar sistemas fisicos. Las leyes fisicas que gobiernan un sistema determinan las ecuaciones
correspondientes, que después intentamos resolver, es decir, de las cuales intentamos obtener una
expresion del estado del sistema en el instante de tiempo ¢ como funcién explicita de t.

A veces el sistema fisico que queremos modelizar es demasiado complejo no sélo para resolver
efectivamente las ecuaciones asociadas sino incluso para llegar a formular un conjunto de ecuaciones
diferenciales que sea suficientemente representativo de sus caracteristicas. Resulta que en muchas
de estas situaciones “desesperadas” es posible usar cierta informacion parcial al alcance sobre
las fuerzas que interactian y a cambio obtener determinados resultados parciales del problema.
Concretamente, veremos como el uso de hipotesis estadisticas en la formulacién nos permite llegar
a conclusiones probabilisticas como resultado. Esto significa: si el estado de un sistema en el
instante ¢ estd representado por un vector n-dimensional z(t), renunciamos a asignar un valor
a este vector, pero hacemos uso de nuestro conocimiento del comportamiento estadistico de los
elementos que afectan x(¢) para contestar preguntas tales como: “;Cudl es la probabilidad de que
z(t) se encuentre en una cierta regién A de R™?”, y otras parecidas.

1.1 El ejemplo fundamental: El movimiento browniano

Considérese una pequena particula (de didmetro, digamos, una micra) inmersa en un fluido. A
través de un microscopio se puede observar que la particula se mueve de manera muy rapida e
irregular en todas direcciones, y que este movimiento no cesa nunca. Cuando el fenémeno fue
descrito por primera vez a principios del siglo XIX, diversas teorias (equivocadas) surgieron para
explicar sus causas. Actualmente, con la existencia de los &tomos firmemente establecida, sabemos
que estos movimientos “cadticos” son debidos al bombardeo intensivo de la particula por parte
de las moléculas del fluido que la rodea. Bajo condiciones normales de presiéon y temperatura, la
particula soporta del orden de 10%! colisiones moleculares por segundo, cada una con su propia
direccién y energia. A pesar de que cada colisién individual tienen un efecto inapreciable (les
moléculas son todavia mucho més pequenas que la particula) la superposicién de un nimero tan
enorme de choques si produce un efecto observable.

Es obvio que el cédlculo diferencial clasico puede ayudar muy poco al estudio de esta situacion.
Qué puede hacerse entonces para resolver (al menos parcialmente) el problema?

Por simplicidad, supongamos que ningun otro campo de fuerzas, como podria ser la gravedad,
interactua con el sistema que acabamos de describir, y normalicemos a 1 la masa de la particula.
Sélo hay entonces dos origenes de fuerzas a considerar: Por un lado, la friccién dindmica sisteméatica
sufrida por la particula en sus traslaciones, y por otro, las colisiones moleculares irregulares,
negligibles individualmente pero con efecto macroscopico apreciable.
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2 Motivacién y ejemplos

Si olvidamos por un momento esta ultima fuente de movimiento, y denotamos por v(t) la velocidad
en el instante ¢, la segunda ley de Newton nos lleva inmediatamente a la ecuacién diferencial de
primer orden

dou(t)

at ﬂ'”(t)} : (1.1)
v(0) = vo

donde la constante 3 se determina para particulas esféricas mediante la ley de Stokes: 8 = 67rn,

siendo r el radio de la particula y 7 el coeficiente dindmico de viscosidad del fluido (para particulas
no esféricas hay que cambiar el factor 67 por otro adecuado).

Consideremos la versién integral de la ecuacién (1.1):

:UO

t+At
v(t + At) —v(t) = —ﬁ/t v(s)ds \ (1.2)
v(0)

Denotemos por M (t) el incremento de momento neto ganado por la particula debido a la segunda
fuente de fuerzas citada durante el intervalo temporal [0, t]. Teniendo en cuenta esta funcién,

t+At
v(t + At) —v(t) :—ﬂ/t v(s)ds + M(t + At) — M(t)
v(0) = vo

(1.3)

M (t) es una funcién desconocida, pero si aceptamos ciertas hipétesis fisicas sobre las fuerzas que re-
presenta, éstas se traducirdn en propiedades matemdticas (probabilisticas) de M. Concretamente,
supongamos:
1) Las condiciones del entorno (tales como presién, temperatura, ... ) son constantes en el
tiempo.
2) El bombardeo sufrido por la particula durante un intervalo de tiempo dado es independiente
de (esto es, no tiene relacién fisica con) el sufrido en intervalos de tiempo anteriores.

3) La aceleracién total hasta el instante ¢ cambia continuamente respecto de ¢.

4) El medio es is6tropo.

Veremos mas tarde cémo puede construirse un modelo matemético que represente estas condicio-
nes. Dejando de lado la cuestién de si 1), 2), 3) y 4) son lo bastante adecuadas al sistema que
hemos descrito (esto puede ser tema de mucha discusién, especialmente 2)), senalemos sélo que
el modelo que se deducira produce resultados que se ajustan bastante bien a las observaciones
empiricas.

Este ejemplo es muy cldsico (véase, por ejemplo, Nelson [22]) y continuaremos su discusién en
capitulo sucesivos. Citemos dos ejemplos mas de situaciones similares, sin especificar detalles.

1.2 Ejemplo: Verhulst

El conocido modelo de Verhulst para a la evolucién del volumen de individuos de una especie viene
dado por la ecuacion diferencial
) _ o) (a - ba(t)) (1.4)
dt
(la ecuacién logistica), que se deduce de suponer una tasa de natalidad constante a y una tasa
de mortalidad proporcional a la poblacién bxz(t). (1.4) se puede pensar como la aproximacién
continua del planteo discreto

z(n+1) —z(n) = z(n)(a — ba(n)) (1.5)

Tipicamente, las constantes a y b son idealizaciones de cantidades sometidas a fluctuaciones im-
previsibles a priori. Supongamos, por ejemplo, que cambiamos a por una funcién a + &(n), donde
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&(n) representa una pequenia perturbacién de la tasa de natalidad, que es desconocida y que es
independiente (i.e., no hay relacién de causa—efecto) de las perturbaciones £(m), m # n. Si deno-
tamos por M (n) la acumulacién de estas perturbaciones des del instante 0 hasta el n — 1, o sea
M(n) = ZZ;& &(k), obtendremos la ecuacién modificada

z(n+1) —z(n) = z(n)(a+ M(n+1) — M(n) — bx(n)) . (1.6)

Construimos ahora la aproximacién continua de (1.6). El anédlogo de los incrementos xz(n+1)—x(n)
x(t + At) — z(t)
At

a(t+ At) — z(t) = z(t) (a — ba(t)) At + x(t) (M (t + At) — M(1)) . (1.7)

en modo continuo es , v andlogamente para M (n+1) — M (n). Escribiremos pues

Si suponemos constante el entorno en el sentido de que las causas de las perturbaciones son
invariables en el tiempo, mantenemos la independencia del valor de las perturbaciones que afectan
al sistema en intervalos disjuntos, y finalmente hacemos la hipétesis razonable de que la funcién
M (t) ha de ser continua en el tiempo, volvemos a encontrar exactamente las condiciones 1), 2)
y 3) propuestas en el ejemplo anterior como propiedades de la funcién desconocida M. Resulta
pues formalmente la misma situacion del Ejemplo 1.1. g

1.3 Ejemplo: Filtraje
Consideremos ahora el problema de llevar un satélite artificial a su érbita geoestacionaria, a partir

de la orbita eliptica de transferencia, que es el estadio intermedio entre la fase de lanzamiento y
el posicionamiento definitivo.

Para controlar esta delicada maniobra hay que tener una informacién lo méas precisa posible de la
posicion del satélite en cada instante. En primera aproximacion, teniendo en cuenta sélo la acciéon
del campo gravitatorio terrestre, las ecuaciones del movimiento pueden escribirse en la forma

dzx(t)
dt

= flx(t)) (1.8)

con x(t) € R (tres pardmetros de posicién, tres pardmetros de velocidad).

Otros elementos que influyen en la trayectoria del satel.lit, como por ejemplo la no-esfericidad y
no-homogeneidad de la Tierra, la influencia de otros cuerpos celestes, la presién de radiacién solar,
etc., pueden ser incorporados al modelo si se tiene un buen conocimiento de como actdan. Sin
embargo, intervendran también perturbaciones con direccién e intensidad no conocida a priori.

Una heuristica similar a la de los ejemplos anteriores nos lleva a escribir
t+At
x(t + At) — z(t) :/ f(z(s))ds + M(t + At) — M(t)
¢

donde M es una funcién con las caracteristicas 1), 2), 3) listadas en el Ejemplo 1.1.

Ademas, contamos con la informacién adicional aportada por las estaciones de seguimiento, que
reciben una senal

y(t) = g(t, x(t)) ,

a su vez contaminada también por perturbaciones en la medicién:
t+At
y(t+ AL — y(t) = / o(s,2(s)) ds + N(t + At) — N(t) |
t
siendo N (t) desconocida e independiente (en el sentido de que las causas lo son) de M(¢). El

problema, que se llama filtraje, consiste en obtener la mejor informacion posible sobre el valor de
x(t), teniendo en cuenta las observaciones y(t). g

Nuestro propésito en los capitulos siguientes es presentar las herramientas matemédticas que per-
miten tratar los problemas de este tipo.
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Conceptos bésicos de probabilidad y procesos estocasticos 5

2.

Conceptos basicos de probabilidad y procesos estocasticos

De costumbre, se dice que un experimento es aleatorio cuando su resultado no se puede conocer a
priori, a pesar de que no sea la primera vez que se realiza. El experimento puede esta gobernado
por claras leyes deterministas, pero renunciamos a efectuar los calculos, o simplemente no sabe-
mos céomo hacerlos. A menudo, sin embargo, es posible decir algo sobre cada posible resultado.
Por ejemplo, al tirar repetidamente una moneda equilibrada, es de esperar que el cociente entre
el nimero de cruces obtenidas y el ntimero de lanzamientos (la llamada frecuencia relativa) se
aproxime a 1/2 a la larga. Esto nos invita a enunciar: “1/2 es la ‘probabilidad’ de obtener cruz
en cada lanzamiento de una moneda equilibrada’.

Definir el concepto de probabilidad apelando a los limites de frecuencias relativas es bastante
problematico. La formalizacion habitual es axiomatica y el hecho de que las frecuencias relativas
converjan en un cierto sentido a la probabilidad de un suceso se obtiene como teorema (leyes de
los grandes ndmeros).

La formalizacién habitual es la siguiente:

Sea Q un conjunto y F C P() una o-élgebra de partes de 2. Una probabilidad es una medida
positiva y finita sobre (2, F) con masa total igual a 1. Es decir, una probabilidad sobre (Q,F)
es una aplicacién P: F — [0,1] tal que P(@) = 0, P(Q) = 1, y para cada familia numerable
{Ai};c; de conjuntos de F tal que A; N A; =0, Vi,j € I, se tiene P(UierA;) = 3, P(A;). El
espacio de medida (2, F, P) recibe el nombre de espacio de probabilidad. En este contexto,
cada conjunto medible A € F se llama suceso. El nimero P(A) es la probabilidad del suceso
A. Al modelizar un experimento real, cada w € ) representa un posible resultado y P(A) es la
“probabilidad” de que el resultado w pertenezca a A.

Sea (E, ) un otro espacio medible. Una variable aleatoria E-valuada sobre (2, F, P) es una
aplicacién medible X:(Q,F, P) — (E,€). Cuando (E, &) es el conjunto de los nimeros reales
equipado con su o-dlgebra de Borel natural, y que denotaremos (R, B(R)), decimos simplemente
que tenemos una variable aleatoria (real). Las variables aleatorias representan el mecanismo
mediante el cual se observa el experimento. Si observamos un conjunto B € &, deducimos que el
resultado del experimento pertenece a X ~}(B) € F.

Dada una variable aleatoria real sobre (2, F, P), podemos definir una nueva probabilidad p en
(R, B(R)) como u(B) := P(X~1(B)), VB € B(R)). Esta nueva probabilidad z asociadaa Py X se
llama la ley de X bajo P. Si p es una probabilidad sobre (R, B(R)), la funcién F: R — R definida
por F(z) := pu(] — 0o, x]) recibe el nombre de funcién de distribucién de . F es una funcién
no-decreciente y continua por la derecha verificando lim,—,_o F(z) = 0 y lim;— 4o F(z) = 1.
Reciprocamente, toda funcién con estas propiedades determina univocamente una probabilidad
u. Si F es expresable como F(z) = ffoo f(2)dz, para alguna funcién f:R — R™, entonces f
es la funciéon de densidad de p respecto la medida de Lebesgue. En tal caso, tendremos que
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Conceptos bésicos de probabilidad y procesos estocasticos

VB € B(R), u(B) = [ f(z) dz. Estos conceptos se extienden ficilmente a variables aleatorias R"-
valuadas. A menudo estas variables son llamadas vectores aleatorios, y su ley de probabilidad
la ley conjunta de las componentes del vector.

Dos sucesos A1, As € F se llaman independientes si P(A; N As) = P(A1)- P(Asz). Dos variables
aleatorias reales X,Y definidas sobre el mismo espacio de probabilidad son independientes si
VBi1, By € B(R), los sucesos X ~1(B1) y Y ~!(Ba) son sucesos independientes. Intuitivamente, esto
significa que la observacién de un suceso A a través de la variable aleatoria X no cambia la ley de
probabilidad de Y. La definicién es andloga para variables valuadas en cualquier espacio y para
familias de variables aleatorias.

Dada una variable aleatoria X, definimos el p-ésimo momento de X como [, X (w)? P(dw),
siempre que la integral exista y sea finita. Argumentos sencillos de teoria de la medida muestran
que si p es la ley de X bajo Py F es la funcién de distribucién asociada, el p-ésimo momento de
X se puede calcular como la integral de Stieljes f]R 2P dF (z). Si, ademds, F' tiene una funcién de
densidad f, la dltima integral coincide con la integral ordinaria fR 2P f(x) dz. El primer momento
de X se llama esperanza o media de X. Lo denotamos por E[X]. Si para dos variables aleatorias
X,Y se tiene la igualdad P({w : X(w) = Y(w)}) = 1, decimos que X =Y casi seguro (c.s.).
Esta no es méas que la conocida equivalencia casi por todo de la teoria de la integracion de Lebesgue.
Mediante esta relacién, se definen los habituales espacios de Lebesgue L?(Q, F, P) de (clases de)
variables aleatorias que poseen p-ésimo momento, para 0 < p < co. L>(£2, F, P) ser4 el espacio de
las variables aleatorias acotadas, mientras que L°(§, F, p) representa el espacio vectorial de todas
las variables aleatorias, sin ninguna condicién de integrabilidad. En cualquier espacio de medida
finita se tiene 0 < ¢ < p <L oo = LP C LY.

Sea T un conjunto ordenado. Un proceso estocastico indexado por T es una familia de variables
aleatorias (reales, si no se especifica otra cosa) {X;, t € T}, todas ellas definidas sobre el mismo
espacio de probabilidad. Normalmente, T es RT = [0,00[ 0 N = {0,1,2, ...}, y se interpreta como
el tiempo, en modo continuo o discreto, de forma que un proceso estocéstico es la herramienta
apropiada para modelizar sistemas dindmicos cuando el estado del sistema en cada instante ¢ estéd
gobernado por una ley de probabilidad, la ley de X;. Supondremos a partir de ahora T' = [0, oo|.

Para cada w fijado, la funcién
X(w): T—R
t—— Xy (w)
se llama una trayectoria del proceso. Este punto de vista nos permite pensar en un proceso
estocastico como una variable aleatoria valuada en algtin espacio E de funciones:

X:Q——F

w—— X (w)

Cada posible resultado aleatorio w determina un elemento del espacio funcional, que puede ser
el espacio de todas las funciones R” o uno més pequeiio. Se puede definir la ley de un proceso
siguiendo la misma pauta que para las variables aleatorias reales o R"-valuadas. Se puede de-
mostrar, por otro lado, que la ley del proceso estd completamente determinada por las leyes en
dimension finita, i.e. las leyes de las proyecciones de rango finito

XQ— >R"

w— (X4, (@), ., Xp, (@)
neN, t,....t, eT.

Se caracterizan diversas clases particulares de procesos segin propiedades de sus trayectorias o bien
propiedades relacionadas con la ley del proceso. Por ejemplo, decimos que un proceso estocastico
es continuo si, para cada w € 2, la trayectoria X (w) es una funcién continua.
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Conceptos bésicos de probabilidad y procesos estocasticos 7

La continuidad es una propiedad de las trayectorias. Son ropiedades relacionadas con la ley las
siguientes: Un proceso tiene incrementos estacionarios si la ley de la variable aleatoria X; — X
depende sdlo de la diferencia t — s, para todos t y s en T'. Decimos que un proceso estocastico tiene
incrementos independientes (del pasado) si para todos t,s € T, s < t, la variable X; — X
es independiente de la familia {X,., r € T, r < s}.

Por su importancia en aplicaciones, la ley gaussiana (o normal) merece especial atencién. Una
variable aleatoria real X es gaussiana si su ley de probabilidad tiene funcién de densidad

2

1= o { =) o

para ciertos m € Ry 02 > 0. Lo escribimos X ~ N(m,0?). Se comprueba ficilmente que
las cantidades E[X] y Var[X] := E[(X — E[X])?], llamadas media y varianza de X valen m
y o2 respectivamente. Por tanto, la media y la varianza de una variable aleatoria gaussiana

2

determinan completamente su ley. Es conveniente considerar también el caso degenerado o2 = 0
como gaussiano. Si hacemos tender o2 a cero en (2.1), observamos que f(z) converge a una & de
Dirac, de forma que para 02 = 0 no hay una verdadera densidad. La ley representada por esta
“densidad generalitzada” concentra toda su masa en el punto m.

El analogo de las variables gaussianas en R™ son los vectores aleatorios con densidad
f@) = (@m)"det D) exp{ — Lz —m)D" Yz —m)}, zeR", (2.2)

donde m € R" es el vector de medias y D es la matriz de covarianzas, que ha de ser definida-
positiva (o s6lo semidefinida-positiva en los casos degenerados en que la ley se concentra en una
variedad afin de R™). Cualquier proyeccién de un vector aleatorio gaussiano es de nuevo gaussiano.

La ley gaussiana n-dimensional juega un papel central en el estudio de las probabilidades en
R™. El andlogo en dimensién infinita a los vectores aleatorios gaussianos son los procesos es-
tocdsticos gaussianos. Decimos que {X;, ¢ € RT} es gaussiano si sus leyes en dimensién finita
son gaussianas.

Los siguientes teoremas, que relacionan algunos de los conceptos introducidos, nos seran ttiles
después. (Véase Yeh [27, pag. 202 y 255] para una demostracién detallada).

2.1 Teorema

Sea X = {X;, t € RT} un proceso real tal que

(H.1) es continuo y con incrementos independientes del pasado.

Entonces, existen una funcién continua m:RT — R y una funcién continua no-decreciente
v:RT — R tales que Vs,t € RT, s < t, la variable aleatoria X; — X, es gaussiana con

E[X: — X =m(t) — m(s), Var[X;— X;] =v(t) —v(s) . (2.3)

Si, ademas,

(H.2) X tiene incrementos estacionarios

entonces m y v satisfacen

para ciertas constantes u € R y 02 € RY.

1y o2 se llaman coeficiente de deriva y coeficiente de difusién respectivamente.
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8 Conceptos bésicos de probabilidad y procesos estocasticos

El reciproco del Teorema es cierto, en el sentido de que dadas las funciones m continua y v
continua no-decreciente, existe un proceso continuo con incrementos independientes X verificando

las igualdades (2.3).

2.2 Teorema

Bajo la hipétesis (H.1), si Xy es una variable gaussiana, entonces {X;, ¢ € RT} es un proceso
gaussiano.

En particular, un proceso continuo con incrementos independientes tal que Xg = = € R, ha de ser
forzosamente gaussiano.

2.3 Definicién

Un proceso estocdstico real W = {W;, ¢ € RT} es un proceso de Wiener (o movimiento
browniano) si

i) es continuo,
ii) tiene incrementos independientes del pasado,

iil) Vt,s, s < t, Wy — Wy es una variable aleatoria gaussiana con esperanza cero y varianza
o2 - (t — s), para algin o2 € R™.

Un proceso de Wiener comienza en x € R si Wy = x c.s.

Si, ademds, 02 = 1, W se llama proceso de Wiener estdndar comenzando en z € R.

Obsérvese que un proceso de Wiener estdndar es un proceso gaussiano con incrementos estaciona-
rios, y por otro lado, si X = {X;, t € R*} es un proceso continuo con incrementos estacionarios
e independientes del pasado, con Xy = 0 c.s. y coeficiente de deriva u = 0, entonces X = oW,
donde W es un proceso de Wiener estandar comenzando en 0.

2.4 Ejemplo (el movimiento browniano, 2)

Usando los conceptos introducidos a el capitulo anterior, podemos ahora dar una versién ma-
temadtica precisa de las hipdtesis fisicas sobre la funcién M (t) del Ejemplo 1.1. Imaginaremos,
para simplificar, que el problema es unidimensional (la particula se mueve sobre una recta). De
hecho, serd evidente en seguida que el problema real se puede estudiar coordenada por coordenada.

Primeramente, nos hemos referido a M (¢) como una “funcién desconocida”. Por tanto, se puede
pensar de manera natural como un proceso estocastico { My(w), t € RT} definido en algtin espacio
de probabilidad (2, F, P). El hecho de que las causas de las fuerzas resumidas en M; son invarian-
tes en el tiempo (condicién 1) se modeliza imponiendo que la ley de My — M, dependa sélo de la
diferencia t —s. En otras palabras, el proceso { My, t € RT} ha de tener incrementos estacionarios.
La incorrelacion fisica entre las fuerzas que actian en un intervalo dado y las que han actuado
previamente (condicién 2) significa que el proceso ha de tener incrementos independientes del pa-
sado. Finalmente, la condicién 3 de continuidad simplemente se traduce en que { My, t € RT} es
un proceso continuo. Podemos ademdas imponer arbitrariamente My = 0 en el origen del tiempo.
Segun los Teoremas 2.1 y 2.2, en esta situacién el proceso ha de ser gaussiano con E[M;] = ut y
Var[M,;] = o%t. La isotropia del medio en que se mueve la particula (no hay ninguna direccién
privilegiada para las fuerzas provenientes de los choques moleculares) la representamos poniendo
coeficiente de deriva p = 0.

Ahora sé6lo hay que usar las observaciones que siguen a la definicién de proceso de Wiener para
concluir que My = oW,, siendo W un proceso de Wiener estdndar comenzando en 0. Sobre el
valor concreto de ¢ volveremos més adelante.

La ecuacién (1.3) puede escribirse pues

t+AtL
o(t+ At) —o(t) = _5/t v(s)ds +o(W(t+At) -W(t) (- (2.4)
v(0) = v
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El proceso de Wiener 9

3. El proceso de Wiener

Hay ciertas propiedades de las trayectorias del proceso de Wiener definido en el Capitulo 2 que es
importante remarcar. Estas sén:

- Las trayectorias {W(w), t € RT} del proceso de Wiener son no-derivables en ningin punto,
casi seguro. Esto es consecuencia esencialmente de la propiedad de incrementos independien-
tes.

- Las trayectorias del proceso de Wiener tienen variacién total infinita en todo intervalo [a, b], a <
b, casi seguro. Es una consecuencia inmediata de la anterior.

- La variacién cuadratica de las trayectorias del proceso de Wiener es no nula y finita. El
sentido preciso de esta afirmacion se verd cuando especifiquemos qué entendemos por variacién
cuadritica en este contexto. Intuitivamente, dado que E[|[W; — W|?] = t — s, la variacién
|W; — W| serd posiblemente del orden de v/t — s, lo que hace que, dada una particién tg <
-+ < t,, de un intervalo [a, b], sea 14gico esperar que

n
S Wiy =Wy |P~b—a.
k=1

En este capitulo se enuncian y demuestran rigurosamente estas propiedades, que por otra parte
pueden encontrarse en multitud de libros.

3.1 Proposiciéon

Casi seguro, las trayectorias de un proceso de Wiener W son no-diferenciables en ningun punto.

Demostracion: Supongamos para simplificar que estamos hablando de un proceso de Wiener
estdandar. (Si no, algunas de las cantidades que apareceran vendran afectadas por una constante,
pero los argumentos no cambian.) Para k,n € N, sean

Xk :=max {|Wya—n — Wik_1y2-n |, [Wig1)2-n — Wia=n |, [Wiitay2—n — Wiks1y2-n|}

Y, ;= min X, .
£<2n
n

Las tres variables dentro de los valores absolutos son independientes y tienen la misma ley que
2-"/2\W,, de donde
P{Xnx <} = (P{W1] < e2/2})® < (2e27/2)
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y obtenemos
n27’1,

P{Y, <} <> P{Xp <e} <n2"(2"*Fe)? .
k=0

Denotemos
A:={weQ: W(w) tiene derivada en algin punto} .

Si W(w) es derivable en el punto ¢ y D es su derivada, entonces existird § = §(¢,w) tal que
s =t <0 = [Wi(w) = Wi(w)| < (|D] +1)]s — t].

Existe un ng = no(t,w) tal que
n>t,

n>=ny=4 n>2(|D|+1),
27" <6/2.

k+1
2%

Para cada n > ng, escogemos k tal que k27" < t < Entonces |t — 27" < § para i =

k—1,k,k+1,k+ 2. Por tanto,
Xk < (ID|+1)2-27" < n27",
y en consecuencia, como k < 2"t < 2"n,
Y, <n2™".

Hemos probado que w € A = w € A,, := {Y,, < n27"}, para todo n a partir de un cierto ng. Es

decir,
AClimA, .

n

Finalmente,
P(A) < P(limA,) =P(U N Ag) = lim P( N Ag)

n n kzn n—o0 k>n

< lim P(An) < lim n2”(2 . 2”/2n27n)3 0. 4

n—oo n—oo

3.2 Definiciones

Dados una funcién f:[a,b] — R y una particion 7 = {a = to < t; < --- < t, = b} de [a,b], se
llama variacién de f en [a,b] respecto la particién 7 a la cantidad

Viewo(£) = > |f(tixr) = f(t:)] -

titiv1€™

Se llama variacién de f en [a,b] a la cantidad

Viea(f) =sup Y [f(tin) = F(t)]
T otitip€T
donde 7 varfa en el conjunto de todas las particiones de [a, b].

Una funcién tal que Vjg 4 (f) < oo se dice que es de variacién acotada (o finita) en [a,0]. o

Toda funcién real de variable real con variacién acotada en un intervalo [a,b] es derivable en
[a,b] excepto en un conjunto de medida de Lebesgue cero. Por tanto, como consecuencia de
la Proposicion 3.1, las trayectorias del proceso de Wiener son de variacién no-acotada en todo
intervalo no degenerado [a, b], casi seguro. Veremos que esto se deduce también del hecho de que
las trayectorias tienen casi seguro variacién cuadrética no nula (véase la Proposicién 3.7).
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La definicién de variacién cuadratica que se usa en Analisis es la que parece natural: La variacién
cuadrética de f en un intervalo [a, b] es

V[i,b](f) 7= sup Z [ (tigr) = F(E)7

ti,tit1 €™

y en general se puede definir la variacién de orden k de manera similar. No obstante, cuando
hablamos de variacién cuadratica en la teoria de procesos estocasticos no nos referimos exactamente
a esto, sino al concepto que definimos seguidamente.

Denotaremos por |7 := , max. [ti+1 — t;| la norma de una particién w. Una sucesién {rm, }, de
istit1 €T

particiones de [a,b] decimos que es refinante si 7, C 741, V1.

3.3 Definicién
Sea {7, }» una sucesién refinante de particiones de [a,b] tal que lim |m,| = 0.
n—oo

Se llama variacién cuadréatica de f:[a,b] — R al limite, si existe y no depende de la sucesién
{mn}n escogida,

V[i,b] (f) = nhfolo V[i,b],w(f) = nhjgo Z | f(tit1) — f(ti)|2 - O
titit1€TY

Para funciones continuas, se tiene que

Viap (f) = nh};o Z |f(tiv1) — f@)]
titit1€ETH

si {m}, es cualquier sucesién refinante con lim |7, = 0. Pero esto no es cierto para la variacién
n—oo

cuadratica.

3.4 Proposicion

Las trayectorias de un proceso de Wiener estandar W tienen casi sequro variacion cuadrdtica igual
a la constante b — a en todo intervalo [a,b)].

Idea de la demostracion: Este resultado se puede demostrar de la manera siguiente:

1) Tomar una sucesién refinante {7}, de [a,b] con lim |m,| =0y ver que
n—oo

LA(Q)- lim Vi3, (W)=b—a.

n—oo

2) Demostrar que
c.s.- lim V[i,b],M(W)

n—oo

existe.

3) De 1) y 2) se obtiene que el limite casi seguro de V[i b, (W)hadeserb—a. g

La manera eficiente de demostrar la parte 2) de la proposicién anterior requiere profundizar pre-
viamente en la teoria de martingalas, y no lo haremos aqui. Nos limitaremos a demostrar la parte
1), con una pequena ampliacién: Como es habitual cuando se tiene convergencia en L? (o sim-
plemente en probabilidad), si podemos asegurar que la convergencia es suficientemente répida, se
obtiene también convergencia casi segura, via el fundamental Lema de Borel-Cantelli, que puede
encontrarse en cualquier referencia basica de probablidades.

3.5 Proposicion

Sea W un proceso de Wiener estindar. Sea {mp}n una sucesion refinante de particiones de [a, b]
tal que lim |m,| = 0.
n—oo
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FEntonces

- lim V[ab] (W)y=b-a.

n—oo

Si, ademds, se cumple > |m,| < oo, entonces
n

c.s.- lim V[ab] (W)y=b-a.

n—oo

Demostracion: Simplificaremos la notacién poniendo

Ai = ti+1 — ti
W(A;) =Wy, — Wi,

i

V2=V W)= > W(A)

titip1€E™T

Usando la independencia de incrementos del proceso de Wiener y las propiedades de la ley normal,
tenemos que

E[(V? - (b—a)) ZE W(A;)?] —2b—aZE + (b —a)?
_ZAA +SZA2—2b—aZA+ —a)

i#]

=3) A2+ Y A, - (ZA) (ZAif(bfa))Q
3ZA§§A$ Z
<2||7:n||ZA:

= 2||7rn||(bzf a) ——0.

Supongamos ahora que |r| —— 0. Denotemos X,, = V;2 — (b — a). Acabamos de ver que
n—oo

E[X2] < 2|m,|(b—a), para todo n. Por la desigualdad de Chebishef, si ponemos 4,, := {| X,,| > ¢},

play) < P 2l i

Por el Lema de Borel-Cantelli, P( g n A‘) = 1. Es decir, para todo w en este conjunto de

n=1m=n

probabilidad 1, existe n tal que si m > n, se tiene | X, (w)| < €, y obtenemos la convergencia casi
segura.

3.6 Observacién

Si el proceso de Wiener tiene varianza o2, entonces la variacién cuadratica en [a, b] es 02(b — a).

O

Ya hemos razonado que las trayectorias del proceso de Wiener han de ser casi seguro de variacion
no-acotada. Veamos como se puede deducir esto de la Proposicién 3.5.

3.7 Proposiciéon

Las trayectorias de un proceso de Wiener estandar W tienen casi sequro variacion no-acotada en
todo intervalo no degenerado [a,b].
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Demostracion: En el conjunto {V, (W) < oo}, tendremos

— 1 2
b—a= lim E (Wi — Wy,
n—oo
titit1€TY

— W,

7

Z |Wti+1 - Wti

titit1€Tn

— W,

i

< lim  sup |W,

=00t tit1€Tn

i+1

S Vay(W) lim  sup  [W;

M=t ti+1€Tn

i+1
=0, cs,

puesto que las trayectorias de W son uniformemente continuas en [a, b, y la desigualdad es absurda.

Por tanto, el conjunto { V4 (W) < oo} tiene probabilidad cero.

Ademis, el conjunto de probabilidad cero donde la variacién si es acotada, no depende del intervalo
[a, b] escogido. En efecto, esto es obviamente cierto si nos restringimos a intervalos con extremos
racionales. Pero cualquier intervalo abierto es union numerable de intervalos de este tipo.

3.8 Ejemplo (movimiento browniano, 3)

Sabemos que las trayectorias del proceso de Wiener son no-derivables en ningtin punto. Por tanto,
esta claro que en la ecuacién (2.4) no podemos dividir por At y tomar lima;—,o para llegar a una
ecuacioén diferencial ordinaria, parametrizada por w. Hemos de quedarnos con la forma integral

t
Utzvo—ﬁ/ vsds + oWy . (3.1)
0

La ecuacién (3.1), a pesar de todo, se puede resolver derivandola formalmente y aplicando técnicas
elementales de ecuaciones diferenciales ordinarias. La solucién que se obtiene,

t
vy =e Pt (’UO + 0‘/ W,ePs ds) ,
0
puede expresarse, después de integrar por partes, como
t
v =e Pt (vo + oW,ePt — Uﬂ/ W,els ds) , (3.2)
0

que vuelve a tener sentido riguroso y se puede comprobar directamente que satisface (3.1). A
partir de la velocidad encontramos, simplemente integrando, la funcién que nos da la posicién de
la particula browniana en cada instante:

t s
Ty = X0 + / {e‘ﬁs (UQ + oWyePs — Uﬁ/ W,.eP" dr)} ds . (3.3)
0 0

Los procesos {x;, t € RT} y {vy, t € RT} reciben el nombre de proceso de posicién y pro-
ceso de velocidad de Ornstein-Uhlenbeck, respectivamente. Las férmulas (3.2) y (3.3) dan
explicitamente las trayectorias de z y v en funcién de las de W, y a partir de ellas podemos calcular
la ley de estos procesos, que es en realidad la informacion 1til que buscamos. z y v resultan ser
procesos gaussianos con

E[v:] = voe P

c _ 9% (28088) _ 1) p-Blt+s)
ov[ve, vs] = %(e —1)e

Elw:] = 20 + %0(1 — et

o2

Covlzs, zs] = @(s At)
donde Cov[X,Y] := E[(X — E[X])(Y — E[Y])] se llama covarianza de las variables X ¢ Y. La
ley de un proceso gaussiano queda determinada por las medias y las covarianzas entre las variables
del proceso. Los célculos anteriores estdn detallados, por ejemplo, en Arnold [1].

b 2 (e oy )
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4.

4.1

Los modelos de Einstein-Smoluchowski y de
Ornstein-Uhlenbeck para el movimiento browniano

Los movimientos erraticos de particulas pequenas en un fluido del Ejemplo 1.1 fueron estudiados
por primera vez por el boténico inglés Robert Brown alrededor de 1827 ([5], [6]). (Parece ser que
hay también un trabajo anterior del neerlandés Jan Ingenhousz, hacia el 1785.) Desde entonces,
este fendmeno ha sido conocido con el nombre de movimiento browniano. La primera des-
cripcién matemética del movimiento browniano fue presentada por Albert Einstein [10] en 1905
(véase Nelson [22] para un breve resumen de la historia del tema), quien propuso el proceso de
Wiener como modelo matematico para las trayectorias de las particulas. Por cierto, Einstein dice
que no conocia el trabajo de Brown; su deduccién de la existencia de movimientos observables
de las pequenas particulas es puramente tedrica, y se obtiene como consecuencia de la teoria
atémica. Actualmente, “movimiento browniano” y “proceso de Wiener” se usan frecuentemente
como sinénimos.

Miés tarde el modelo de Einstein fue mejorado por Ornstein y Uhlenbeck (véase Uhlenbeck-Ornstein
[26], Chandrasekar [7], Wang-Uhlenbeck [28], y especialmente Doob [9]) los cuales hicieron inter-
venir el proceso de Wiener en su modelo pero no directamente como versiéon matematica del mo-
vimiento browniano. Para evitar confusiones, parece mejor usar el nombre de proceso de Wiener
para el objeto matematico, y el de movimiento browniano para el fenémeno fisico.

El modelo de Einstein-Smoluchowski

La primera explicacién minimamente satisfactoria del movimiento browniano fue dada por Einstein
(1905) y también independientemente por Marian von Smoluchowski (1906), quien trabajé més en
el tema tanto desde el punto de vista tedrico como experimental. La modelizacién del movimiento
browniano como proceso de Wiener se conoce como el modelo de Einstein—Smoluchowski.

El razonamiento que hizo Einstein es como sigue (no hay mucho rigor matematico, pero las ideas
son buenas):

Se supone que cada particula individual ejecuta un movimiento que es independiente de los mo-
vimientos de las demds particulas. Se supone también que los movimientos de una determinada
particula en intervalos disjuntos de tiempo son procesos fisicos independientes, siempre que estos
intervalos “no se tomen demasiado pequenos”.

Introducimos un intervalo temporal de longitud 7, muy pequeno comparado con los intervalos
temporales observables, pero todavia lo bastante grande para que en dos intervalos sucesivos, los
movimientos ejecutados puedan pensarse como independientes uno del otro.
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Sea N el nimero total de particulas en suspensiéon en un liquido. En un intervalo temporal 7,
las coordenadas de las particulas individuales se incrementaran en una cantidad A, donde, para
cada particula, A tendrd un valor diferente (positivo o negativo). A seguird una cierta “ley de
frecuencias”; la cantidad dN de particulas que experimentaran un desplazamiento que esté entre
Ay A+ dA sera expresable como

dN = N¢(A)dA ,

donde
+oo

G(A)dA =1,

— 00

y ¢ es diferente de cero sdlo para valores muy pequenos de A, y satisface

Nos restringiremos al caso en que la concentracién (cantidad de particulas por unidad de volumen)
depende sélo de la coordenada x y el tiempo ¢. Denotémosla por f(z,t).

Calcularemos la distribucién de las particulas en el instante t + 7 a partir de la distribucién en el
instante t. La cantidad de particulas que en el instante t + 7 se encontrardan entre los puntos x y
T + dx serd

+oo
flz,t+7)de = dx / flx+ A t)e(A)dA . (4.1)
Como 7 es muy pequetio, podemos poner
0
Fat )= ft) + 7o)

Por otra parte, desarrollemos f(z + A,t) en potencias de A:

of (z,t)  A29%f(x,t)
Ajt) = H+ATT 2 = 2P
fe+t At =f@)+ A==+ 55 =5
Podemos usar esta serie para hacer la integral de (4.1), porque s6lo nos interesan valores pequefios
de A. Obtenemos

o oo ) 00 62 OOAQ
f—i—ra—{:f/_oo¢(A)dA+a—i/_ooAqﬁ(A)dA—i—a—;;/_oo7¢(A)dA+-~- (4.2)

Por la simetria de ¢, los términos segundo, cuarto, etc, de la derecha se anulan. Entre los otros,

cada término es muy pequeno comparado con el anterior. Nos quedaremos s6lo con el primero y
el tercero. Introducimos la constante

+o00 A2
D= —/ 5 9(8) dA

T J-c

y nos queda
af 0% f
— =D, (4.3)
ot ox
la ecuacion de la difusién, ya conocida en tiempos de Einstein. La difusién es un fenémeno
fisico que consiste en el hecho de que un conjunto de particulas disueltas en un fluido tienden
a desplazarse de las zonas de mas concentracién a las zonas de menos concentracién, como por
ejemplo una gota de tinta en un cubo de agua, que se va esparciendo y perdiendo color, hasta

desaparecer. D es una constante dependiente del medio que se llama coeficiente de difusién.

La solucién es, suponiendo que hacemos difusiéon de N particulas a partir del origen, y despreciando
la interaccién entre ellas,

f(z,t) = exp{—2?/4Dt} . (4.4)

N
Var Dt

Draft Version: 2004/1/16. A. Alabert



Los modelos de Einstein-Smoluchowski y de Ornstein-Uhlenbeck para el movimiento browniano 17

4.2

En R3, obtendriamos la ecuacién

3
df 9?
-~ =D — 4.
4oy s
y el resultado seria
N —|z|?
162) = G eXp{ ADt } ' (4.6)

Para una sola particula (N = 1), (4.6) puede interpretarse como la densidad de probabilidad de
encontrar la particula en una region del espacio determinada al cabo de un tiempo ¢. Es decir, la
probabilidad de encontrar la particula en la regién A viene dada por

/ (47 Dt) =3/ exp{—|x|?/4Dt} dz . (4.7)
A

Esta densidad esencialmente caracteriza al proceso de Wiener (el proceso de Wiener en R3 tiene
por coordenadas procesos de Wiener reales independientes). Mas precisamente, es la densidad
de X, = V2DW,, donde W es un proceso de Wiener estdndar (tridimensional). Esto justifica
el nombre de coeficiente de difusién para la constante 0 en el Teorema 2.1. (En realidad, sale
0? = 2D. Si es quiere que el 2 no aparezca, hay que cambiar D por D/2 en las ecuaciones (4.3) y
(4.5).

Los diversos articulos de Einstein sobre el movimiento browniano estan recogidos en el libro de
Furth [12]. Los articulos cldsicos posteriores de Uhlenbeck y Ornstein, Chandrasekar, Wang y
Uhlenbeck, y Doob, se encuentran reunidos también en forma de libro (Wax [29]).

El proceso de Wiener fue estudiado por primera vez con rigor por Norbert Wiener, en una serie
de trabajos entre 1923 y 1934, y de ahi su nombre. Wiener se beneficié de los recientes avances en
teoria de la medida llevados a cabo por Emile Borel, Henri Lebesgue y J. P. Daniell, para hacer
una construccién del proceso a partir del espacio de trayectorias. Einstein no disponia todavia de
estas herramientas y su construccién se limita a la ley; no a las trayectorias.

El modelo de Ornstein-Uhlenbeck

Modelizar el movimiento browniano como un proceso de Wiener (modelo de Einstein-Smoluchowski)
tiene el inconveniente de que la propiedad de variacién total infinita de las trayectorias implica
que la particula browniana recorre caminos de longitud infinita en tiempo finito. Esto estimulé el
abandono de este modelo.

En cambio, el modelo que estamos desarrollando (conocido como modelo de Ornstein-Uhlenbeck)
da lugar a velocidades finitas. Son las aceleraciones las que pasan a tener valores infinitos.

Hemos empezado formulando unas ciertas hipétesis fisicas de tipo microscépico (de comporta-
miento mecdnico molecular) con la idea que a partir de ellas se puedan predecir de forma tedrica
los comportamientos macroscépicos observables. Esto nos ha llevado a la ecuacién “fisica” (1.3).
Posteriormente, hemos visto las herramientas que posibilitan formular un modelo con pleno sentido
matematico, (2.4) o (3.1). Un ultimo paso, puramente notacional en este momento, es expresar la
ecuacién (3.1) en “forma diferencial”

d’Ut == */())Ut dt + O'th 5 (48)

’l.)t == *ﬂ’l}t + O'Wt . (49)

A pesar de que dW; no existe, podemos tomar (4.8) y (4.9) simplemente como simbolos que
abrevian la formulacién integral (3.1). En todo caso, constituyen un primer ejemplo (muy sencillo!)
de lo que llamamos una ecuacion diferencial estocdstica.
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Vamos a completar la formulacién del modelo de Ornstein-Uhlenbeck para el movimiento brow-
niano, determinando el Unico elemento de la ecuacién que las hipdtesis iniciales no nos han per-
mitido determinar: el coeficiente o.

De la férmula para Cov|vs, vs] del Capitulo 3, deducimos que

_ (7_2 _—opt
Var[vy] = % (1 e ) ,

y por tanto, haciendo t — oo, obtenemos una varianza limite de o2/2/3, sea cual sea la velocidad
inicial vg. Andlogamente, se observa que tlggo E[v;] = 0. La ley de equireparticién de la energia
en mecdanica estadistica afirma que la energia cinética media de un sistema de particulas (las
moléculas del fluido) en estado de equilibrio termodindmico ha de valer %kT por grado de libertad
del sistema, siendo k la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta. La particula
sumergida en el fluido ha de compartir esta misma energia media. La esperanza de la energia
cinética de la particula se puede calcular pues como

0.2

"~ 48

(donde v representa la velocidad limite y seguimos haciendo el convenio de que la masa de la
particula vale 1), y obtenemos por tanto la igualdad

o? kT

— = 4.10

B2 (4.10)
Por otro lado, hay una relacion sencilla entre el coeficiente de difusién D y el de friccion g,

demostrada por Einstein:
kT

B

Deducimos de (4.10) y (4.11) que, en el caso de dimensién 1, o2 se expresa en términos de los
coeficientes de friccién y de difusién como

D (4.11)

o =26°D .
Nuestra ecuacién diferencial estocdstica (4.8) para la velocidad de la particula browniana es pues
dvt = —ﬁ’l}t dt + ﬁ\/ 2D th N

vy queda completo el modelo. La nueva hipdtesis que hemos introducido para poder determinar o
es que el sistema de moléculas verifica la ecuacion térmica de los gases ideales

pV =nkT ,

que es de donde se deduce la ley de equireparticion. Aqui p es la presion, V el volumen y n el
nimero total de moléculas.
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5.

Integracion estocastica (I)

5.1 El problema

Hemos podido resolver la ecuacién (3.1) sin usar nada més que los trucos habituales del cdlculo,
pero se trata de hecho de un caso muy particular. El punto clave es que, aunque no tenga sentido
hablar del diferencial dW; para ninguna trayectoria, en cambio si se puede dar un sentido evidente
a la expresién fot dWys. Tan solo hay que definir este simbolo como Wy — Wy, que no es mas que el
valor que se obtiene mediante sumas de Riemann. En general, si X; es una funcién (o un proceso)
de variacién acotada, y teniendo en cuenta que W es un proceso continuo, se puede definir

t
/ X dW
0

mediante sumas de Riemann para cada valor del pardmetro w. El resultado coincide con el que se
obtendria integrando formalmente por partes:

t
X, W, — XoWo —/ W,dX,
0

donde la dltima integral tiene sentido como integral de Riemann—Stieljes cldsica. (Recuérdese que,
més en general, para toda funcién de variacién acotada «, se puede definir la integral de Lebesgue
respecto do

[ rwaaw

de cualquier funcién f que sea Lebesgue-integrable en [a, b] respecto la variacién total de «.)

5.1 Ejemplo (Verhulst, 2)

Retomando el Ejemplo 1.2 del Capitulo 1 (modelo de Verhulst con tasa de natalidad perturbada),
apliquemos a la ecuacién discretizada (1.7) el mismo razonamiento que hemos usado en el movi-
miento browniano. Obtenemos, en forma integral, (tal vez con alguna constante o multiplicando
a W)

t t
zt:x0+/ xs(a—brs)der/ zs dWy |
0 0

i en forma diferencial,

dl‘t :xt(a—bxt)dt—i—a:t th N (51)

con la condicién inicial zg. g
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Como se ha visto en los ejemplos, hay situaciones en las cuales no funciona la integracién por
partes para definir la integral respecto de un proceso estocastico con trayectorias irregulares. En
efecto, obsérvese en (5.1) si el proceso solucién z; fuera de variacién acotada, también lo seria
integral respecto dt y en consecuencia la integral respecto dW, también deberia serlo; por otra
parte, integrando por partes esta integral el resultado es claramente de variacién no acotada. Por
tanto no es en absoluto obvio el sentido que hay que dar al stmbolo

t
/ Tt th
0

en estos casos. La ecuacién (5.1) es una “genuina” ecuacién diferencial estocdstica, en el sentido
que no es una pura aleatorizacion de una ecuacién diferencial ordinaria.

En general, si la influencia de una perturbacién externa a un sistema depende del tiempo y del
estado del sistema en cada instante, frecuentemente se puede modelizar el sistema resultante
mediante una ecuacién diferencial del tipo

dx(t) = f(t,z(t)) dt + g(t, x(t)) dM(t) (5.2)
donde dxz(t) = f(t,x(t))dt es la ecuacién correspondiente al sistema sin perturbar y g es una
funcién que representa la “sensitividad” del sistema a la perturbacion M.

Cuando M es aleatoria e irregular, es frecuente que pueda modelizarse mediante un proceso de
Wiener, y se obtiene una ecuacién que no sélo no tiene sentido clasico en forma diferencial, sino
que tampoco lo tiene en forma integral

t t
Tt :-TO+/ f(s,.’L‘é)dS—i-/ g(s,xs)dWS > (53)

0 0
a menos que g sea tan regular que suavice las irregularidades que x; hereda de W;, como sucedia

en nuestro primer ejemplo (g constante).

Hay que dar un sentido pues al simbolo

/O g(s,xs) dWs (5.4)

de forma que se pueda interpretar como la aportacién total de la perturbacién aleatoria al estado
del sistema en el intervalo [0, ¢].

El resultado de integrar un proceso en un intervalo fijado [0,t] serd naturalmente una variable
aleatoria. Por tanto lo que buscamos es un operador con dominio un cierto espacio de procesos, a
valores en L°(Q, F, P) y que para merecer el nombre de integral, deberfa ser

1) lineal,

2) continuo en algin sentido (lo que equivale a tener algiin teorema de convergencia).

Queremos, ademas, que

3) si Xs(w) es de variacién acotada para todo w, se tenga
t t
[ / X, W, | (w) = / X, (w) dW, () |
0 0

extendiendo de este modo el concepto de integral de Stieljes usual.

Un objetivo modesto es intentar que el operador actiie al menos sobre procesos continuos. Las
condiciones 2) y 3) sugieren entonces definir la integral de un proceso continuo f:(w) respecto el
proceso de Wiener como el limite de las sumas

{/Ot X, dWs:| (W) := nIer;O | Z Xe,(w) - Wy, () = Wi, (W)
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si el limite de la derecha existe y es independiente de la sucesién de particiones refinante {7y, }nen
con ||my,|| — 0y los puntos & € [t;, t;+1] escogidos. Y esto para cada w fijado o, mds débilmente,
tomando el limite en la topologia natural de L°(Q), F, P), i.e. la topologia de la convergencia en
medida. Esto corresponderia a definir un operador continuo entre el espacio de procesos continuos
con la topologia inducida por la convergencia uniforme (en (¢,w)) y el espacio de variables aleatorias
L°(Q, F,p) con la convergencia en medida.

Pero desgraciadamente esto es imposible. En efecto:

5.2 Teorema
Sea «(t) una funcién continua en [0, 1].

Sea {7, }nen una sucesion refinante de particiones de [0, 1] tal que la sucesién de normas tiende a
cero.

Entonces,

Y. ) (altivr) - alt)

titit1 €Ty
converge a un limite finito cuando n — oo para toda funcién continua f si y sélo si a(t) es de

variaciéon acotada. [

Reproducimos aqui una demostracién simple de este Teorema, sugerida por Meyer [20] v que
contiene la clave para evitar estas dificultades. La demostracién usa el conocido Teorema de
Banach—Steinhauss, que recordamos:

5.3 Lema (Teorema de Banach-Steinhauss).

Sean Bj un espacio de Banach y B un espacio normado. Sea {T;};c; una familia de operadores
lineales acotados T;: By — Bs.

Si para cada x € By, sup;¢; ||Tix|| < 0o, entonces sup;¢; ||T5]] < oc.

Demostracion del Teorema:
<) Es conocido. Converge a la integral de Riemann—Stieljes fol f(t) daft).

=) Sean Bj el espacio de funciones continuas en [0, 1] con la norma del supremo, By = R con el
valor absoluto.

Para a cada n € N, sea T},: By — B> el operador definido por

Tof:= Y ft)-(altivn) —a(ts)) -

titit1 €Ty
Por hip6tesis, lim,, .o Ty, f existe, y por tanto sup,, |1, f| < co. Gracias al Lema, sup,, ||T,|| < oo.
Vamos a ver que la variacién de «,

V(a) := sup Z |a(tisr) — alti)]

TeP titip1€E™T

es més pequefia que sup,, ||Ty||, con lo que habremos acabado. Efectivamente, para cada n € N
fijado, sea f una funcién continua tal que f(t;) = signo{a(t;+1) — a(t;)} v ||f|lec = 1. Entonces:

Tnf = Z f(ti)(()é(tprl) — Oz(ti>) = Z |04(ti+1) - a(ti>| =

titit1 €Ty titiv1€TR

1Tl > D lativn) - alti) =

titi 1€y

sup ||Tn]| = sup - Y faltivr) — alty)| = V()

" titig1€m,
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5.2

la ultima igualdad gracias a que el sup,, es sustituible por lim,,, y la caracterizacién de la variacién
de una funcién en términos de sucesiones de particiones mencionada en el Capitulo 3.

Se puede pensar que, al ser el operador que buscamos valuado en L°(£2, F,p) en vez de R, tal vez
si que se puede obtener la convergencia en medida de las sumas

Z fti (w) ! (ati+1 (W) — Oy (w)) (55)

titit1 €Ty

en vez de la convergencia casi segura en w. Pero la situacién no es mejor, ya que en el conjunto
A={weQ:a(w) no es de variacién acotada} podriamos construir una sucesién parcial de (5.5)
convergente casi seguro, y repetir la demostracién del Teorema para esta parcial. Por tanto, si
P(A) > 0, llegamos a la misma dificultad que en el caso determinista, en que w no esta.

Integrales estocasticas elementales

Llamamos integrales estocasticas a las expresiones del tipo

b
/ Xt dZt ) (56)

en que Z es un proceso estocastico, y X es una funcién determinista o, tal vez, otro proceso
estocastico. Hay tres tipos de integrales estocésticas que podemos llamar “elementales”:

Hemos visto que si X y Z tienen trayectorias de variacion acotada, podemos definir de manera
natural la variable aleatoria (5.6) como

[ / ’ X, dzt] (w) == / ’ Xy (w) dZy(w) - (5.7)

y en general podemos usar esta definiciéon siempre que tenga sentido el término de la derecha con
probabilidad 1.

Si Z no tiene trayectorias de variacién acotada pero X si, entonces podemos usar la integracién
por partes (estamos suponiendo que ahora X y Z son continuos para simplificar):

b b
/ Xt dZt = XtZt — X()ZO — / Zt dXt y

donde la tltima integral se define w por w como en (5.7).

El tercer tipo de integral que podriamos todavia llamar “elemental”, pero que empieza a mostrar
algunos elementos caracteristicos de la integracién estocéastica no trivial, es la que puede construirse
cuando el integrando es determinista, y el integrador es de cuadrado integrable (Z; € L?(Q2), Vt) y
con incrementos independientes. Esta integral tiene interés por si misma aparte de las ecuaciones
diferenciales estocéasticas, pues se usa en la teoria de procesos estacionarios y en el estudio de series
temporales.

Queremos definir la integral de f respecto W en [a, b] para toda funcién f del espacio L?(a, b], dt).
Sea S C L?([a, b],dt) el conjunto de todas las funciones f de la forma

f(t) = Zcil]ti—lyti] (t) ’
=1

a=ty <ty <---<t,="> (funciones “escalonadas”).

Para f € § definimos

n

b
/ F@&y AWy = ci- (We, = We,_,) .

i=1

Draft Version: 2004/1/16. A. Alabert



Integracién estocdstica (I) 23

Esta definicién es independiente de la representacién particular de la funcién f.
5.4 Proposiciéon
La aplicacion
I: S c L*([a,b],dt) —— L*(Q, F, P)
b
f— [ 1 am,
tiene las propiedades siguientes:

1) I(e1fr +cafo) = all(f1) + c2I(f2).
2) E[I(f)] = 0.

b
3) E [I(f)](g)] = / f(t)g(t)dt, y, en particular, preserva la norma: |I(f)|r2) = 1f12((a,b),dt) -

Demostracion:

(1) Inmediato.
(2) Sale del hecho de que W es un proceso centrado (E[W;] = 0, Vt).

(3) Representamos f y g respecto la misma particién:

n

F&)=> ey,
=1

g(t) = Zdil]ti,l,ti] :
1=1

Entonces,
n

E[I(N1(9)] =B Y eidy(We, = W )(We, = Wi, )]

ij=1

= qui E [(Wti — Wti71)2} = Z Cidi(ti - ti—l)
b
- [ fgwr. s

5.5 Proposicion

El conjunto S es un subespacio denso de L?([a,b],dt). o

Sea f € L?([a,b],dt), y sea {fn}n C S una sucesién convergente a f en L?([a,b],dt). Esta sucesién
serd de Cauchy en L?([a,b],dt) y, por la propiedad de isometria (Proposicién 5.4, 3), su imagen
{I(fn)}n serd de Cauchy en L?(Q), y por tanto convergente.

5.6 Definicién

En la situacién anterior, se define la integral estocdstica de f respecto W en [a, b] como
b b
a n—00 a

Para que la definicién tenga sentido, tiene que ser independiente de la sucesién { fy,}, escogida.
Se puede comprobar que lo es.
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Hemos definido pues un operador
I: L*([a,b],dt) ———— L?(2)

f%/abf(t)dwt

5.7 Proposicion

El operador integral estocdstica I tiene las propiedades 1), 2) y 3) de la Proposicién 5.4.

Demostracion: Sélo hay que ver que las citadas propiedades se conserven por paso al limite
en L?([a,b],dt): La linealidad es obvia; la convergencia en L? implica la convergencia de las
esperanzas; por ultimo, en todo espacio de Hilbert, si 2, — x y y, — y, entonces (@, yn) — (x,y).

O

Se puede considerar la integral estocastica como un proceso: Dada f € ﬁ+ L?([0,t]), podemos
teR

considerar el proceso integral estocastica

{/Otf(s)dWS, rert).

5.8 Proposiciéon

El proceso integral estocastica tiene incrementos independientes. g

Esta construccién de la integral estocastica es valida usando cualquier proceso Z con incrementos
independientes y continuo por la derecha en L? (es decir, tal que E[|Z; — Z|*] — 0 cuando
t \\ ) como integrador. En tal caso, existe una funcién de distribucién (i.e., una funcién creciente
continua por la derecha) F tal que

F(b) — F(a) = B[l Zy — Zo?], 0<a<bh. (5.8)

Las funciones f que podemos usar como integrandos son las del espacio L?([a, b], dF), y la integral
estocastica es una isometria

I: L2([a,b], dF) —— L*()

b
I / £(t) dz,

No tiene dificultad repetir todo lo anterior en esta situaciéon mas general. Ademads, se tiene el
siguiente resultado de tipo Radon-Nikodym:

5.9 Proposiciéon

Sea F' la funcion de distribucion asociada al proceso com incrementos independientes Z. Sean
t

fe Z(0d.dF) yYii= [ £z
0

Entonces, el proceso con incrementos independientes Y tiene funcion de distribucion asociada

G(t) = /o f2(t)dF(t), y si g € L*(]0,t],dG) se tiene

/Otg(s) dYs /Otg(S)f(s)dZS s,
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6.

Integracion estocéstica (I1)

6.1 La integral estocastica de Itd

Para construir la integral estocédstica con integrandos aleatorios, la construccién anterior no es
suficiente. La demostracién del Teorema 5.2 nos dard una pista de cémo proceder ahora. En prin-
cipio, este teorema parece que nos previene de poder hacer una definicién de la integral mediante
sumas de Riemann; no obstante, eso es precisamente lo que vamos a hacer.

Esté claro que tendremos que imponer alguna restriccién al integrando, pero no queremos pedir
més regularidad a sus trayectorias, porque no obtendriamos nada ttil de cara a las ecuaciones
diferenciales estocdsticas. Buscaremos restricciones de otro tipo.

Repasemos un momento la demostracién del tltimo Teorema. Para ver la necesidad de que el
integrador sea de variacién acotada hemos usado funciones que tomaban unos valores determinados
sobre los puntos de cada particién:

f(ti) = signo{a(tit1) — a(t:)}

Observemos que, para asignar estos valores, f “mira hacia adelante” la funcién «; es decir, el valor
de f en t; depende del valor de a en t;11. Si prohibimos esta dependencia, la demostracion queda
invalidada.

Nuestro objetivo es pues poner esta restriccion en términos matematicos, y observar después que
no impide modelizar problemas reales con el formalismo de (5.4). Hay que introducir primero unos
cuantos conceptos adicionales.

Dado un espacio de probabilidad (2, F, P) , cualquier familia creciente {F;, t € RT} de sub-o-
dlgebras de F se llama una filtracidn, y la estructura (Q, F, P, {F;, t € RT}) es un espacio de
probabilidad filtrado. Una filtracién toma nota de la evolucion en el tiempo de la informacion
disponible en cada instante. Expliquemos esta frase. Una variable aleatoria X definida en (9, F, P)
induce una sub-o-algebra de F, llamada o-dlgebra generada por X), que es la més pequena que
hace medible la aplicacion X, y que se denota habitualmente por c<X>. Esta o-dlgebra estd
formada por los tnicos conjuntos que son observables a través de X; dicho de otro modo, de
los tinicos sucesos que podemos decidir si se han verificado o no (i.e., si w pertenece a él o no)
con la sola informacién del resultado concreto X (w). En este sentido 0<X > es la informacién
suministrada por X. Ahora, si X = {X;, t € RT} es un proceso estocdstico, la informacién total
suministrada por el proceso hasta en el instante ¢ es la mas pequena o-dlgebra que hace medibles
todas las aplicaciones de la familia {X,, s < t}. Lo escribimos 0<{Xs, s < t}>. Los conjuntos
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de esta o-algebra son los observables a través del proceso una vez éste ha llegado al instante ¢.
{0<{Xs, s <t}>, t € R"} es la filtracién generada por el proceso X.

Dado un espacio de probabilidad filtrado (Q, F, P, {F:, t € RT}), un proceso estocdstico X sobre
(Q,F, P) se dice que es adaptado a {F;, t € RT} si X; es F;-medible (medible respecto F)
para cada t € RT. Si {F;, t € RT} es la filtracién generada por un otro proceso Y decimos que
X es adaptado a Y.

Sea W = {W;, t € RT} un proceso de Wiener. Una filtracién {F;, t € Rt} se dice que no—
anticipa W si se satisfacen las condiciones siguientes:

1) W es adaptado a {F;, t € RT}.
2) Vs e R, Fy y o<{W; — W, t > s}> son o-dlgebras independientes (esto es, todo suceso de

una de ellas es independiente de todo suceso de la otra).

Tales filtraciones efectivamente existen. Tédmese por ejemplo la inducida por el propio W, o sea
{o<{Ws, s < t}>, t € RT}, gracias a la propiedad de incrementos independientes de W.

Un proceso estocdstico X se dice que es medible si, como aplicacién X:RT x Q — R, es medible
respecto la o-dlgebra producto de los borelianos de R™ con F.

Diremos que un proceso estocéstico X es no-anticipativo respecto un proceso de Wiener W si:
1) X es un proceso medible.

2) X es adaptado a alguna filtracién no-anticipativa de W.

A veces los llamaremos simplemente procesos “medibles y adaptados”.

Ahora tenemos a la nuestra disposicién los ingredientes necesarios para modelizar la condicién
“no vale mirar hacia adelante” de la que habldbamos. Como veremos en seguida, la condicién
de no—anticipaciéon del integrando permite desarrollar una teoria satisfactoria de la integracion
respecto al proceso de Wiener.

6.1 Notacion

Denotaremos por Pla,b] la coleccién de procesos no-anticipativos X tales que P{w : X(w) €
L*([a, b))} = 1.

Normalmente, identificaremos en Pla,b] dos procesos que sean indistinguibles (es decir, con las
mismas trayectorias excepto un conjunto de probabilidad cero). De esta manera estamos haciendo
un paso al cociente, pero seguiremos usando la notacién P[a, b] para este conjunto cociente. g

6.2 Proposiciéon

El conjunto Pla,b] es un espacio vectorial con las operaciones usuales de suma y producto por

escalares.
Demostracion: Si X',..., X™ son procesos no-anticipativos y H:R™ — R es una funcién medible,
estd claro que H(X1, ..., X™) es un proceso no-anticipativo. En particular, es cierto si H es una

funcién lineal.

Vamos a introducir una convergencia a el espacio vectorial Pla,b], y veremos que le dota de
estructura de espacio métrico.

6.3 Definicion

Sea {X"},, C Pla,b].
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Diremos que {X™},, converge a X € Pla,b] si la sucesién de variables aleatorias

{w — /ab X1 (W) — Xo(w)]? dt}n

converge a cero en probabilidad. Dicho de otra manera, si

n P
IX" = X|r2(ap)y) — 0. o

6.4 Proposicion
La aplicacion
d: Pla,b] x Pla, b] R

1X =Y 22((ap)
L+ X =Y L2((a0)

(X,Y)

es una distancia y metriza la convergencia de la Definicion 6.3.

Demostracién: Sabemos que d(X,Y) := |[X — Y| es una distancia en L?([a,b]). Por otra parte,
d(z,y)
1+d(z,y)
una distancia en el mismo espacio (equivalente al anterior). Esto nos da la desigualdad triangular

siempre que d es una distancia en un espacio métrico, se tiene que d'(x,y) = es también

1X = Yl2(a,0) 1 X — Z| 2 ((a,5)) 1Z =Y L2(a,)
L+ IX = Ylee(apy  1+IX = Zlezqaey  1+1Z2 = Yzz(aw

Tomando esperanzas, resulta la desigualdad triangular de la aplicacién d, que es la unica dificultad
por comprobar que es una distancia.

Veamos ahora que metriza la convergencia que hemos definido en Pla, b]: Supongamos primer que

Ve >0, P{IX" = X|r2(an) > e} ——0.

Entonces,
- { | X™ — X122 (fap)
L+ X" = X r2(fa,)

:/ | X" — X2 (a0 dP+/ [ X" = Xl2gapy 5
(X7 =X 2e) LHIX™ = X r2((ap) X=Xz <) LHIX™ = X2

< P{X™ = X r2(ap)) = €} +eP{X" = X 12(ap) <&}
< P{”Xn — X||L2([a,b]) > E} +e——c¢.

n—oo

b))

Siendo esto vdlido para todo € > 0, resulta que d(X™, X) —— 0, como quer{amos ver.

n—oo

Reciprocamente, suponemos que d(X™, X) —— 0. Fijemos ¢ > 0.

n—oo

1X™ — X L2((a,b)) S _€ }
L+ X" = X p2(ap) ~ 1+¢
l1+e { | X" — X2 }

€ L+ [ X" — X 2(ap))d n—oo

P{X" = X|r2(lap)) = €} = P{

0. o

~X
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6.5 Notacién

Denotaremos por L2([a,b] x ) el conjunto de procesos de L?([a,b] x ) adaptados a la filtracién
no-anticipativa {F;, t € RT}:

b
L3([a,b] x Q) := {X : X es no-anticipativo y E {/ X7 dt} < oo} .

Estd claro que el conjunto L2([a,b] x ) es un subespacio de el espacio de Hilbert L?([a,b] x Q) y
que esta contenido en Pla,b]. g

6.6 Definicion
Un proceso estocdstico no-anticipativo X diremos que es simple (o escalonado) en [a, ] si existe
una particién {a =tg < t; <--- < t, = b} tal que
Xt(w) = th (W) , Ywe€ Q , Vte [tk,tk+1[ .

Equivalentemente, si X se puede escribir en [a, b] como

n—1

Xt(w) = Z Ck(w)l[tk7tk+l[(t) )
k=0
con ¢y, variables aleatorias JFt, -medibles.

Denotaremos por Sla, b] el conjunto de procesos simples, que es claramente un subespacio vectorial
de Pla,b] o

6.7 Definicion
Sea X € S[a,b].

Definimos la integral de X respecto el proceso de Wiener W como la variable aleatoria sobre
(Q,F,P)

/ Xt th Z Wtk+1 Wtk} (w) .|

6.8 Proposicion
La aplicacion entre espacios vectoriales

Sla,b] C Pla,b] ——— L°(Q)
b
X.—>/ X, dW,

estd bien definida y es lineal.

6.9 Proposicion
Sea X € Sla,b]. Entonces:
1) Sifd',V] C [a,b], entonces X € S[a’, V'], X - 1jgp| € S[a,b], y

’

b
Xt th = / Xt . 1[a’,b/[(t) th .

2) Sic€la,b], entonces X € Sla,c], X € S[c,b], y

/ X dWy = / X dWe + / X dWs .

3) [E[Xt]<oo, we[a,b]}:»E[/ Xtth} ~0.

2} /abE[Xf] dt |

4) [ E[X?] < o0, Vt € [a, 1] } :>EH/bXtth
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6.10 Proposicion
Sea X € S[a,b].
Entonces, Ve > 0, VN > 0,

/ X dW,

>n) / X2 dWw;

€
> 5} + — N2
6.11 Proposicion

Sla, b] es denso en Pla,b).

Demostracion: Se demuestra siguiendo estos tres pasos:
1) S es denso en los procesos continuos.
2) Los procesos continuos son densos en los acotados.

3) Los procesos acotados son densos en Pla,b]. p

6.12 Proposicién
La aplicacion entre espacios métricos

Sla,b] C Pla,b] ———— L°(Q)

/ X dWy

es continua y transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy.

X

6.13 Lema (Teorema de extensién de funciones continuas.)
Sean E un espacio métrico y F' un espacio métrico completo.
Sean AC A=E, y f: A — F una funcion continua.

Entonces: Existe una extension continua de f a E si y solo si f transforma sucesiones de Cauchy
en sucesiones de Cauchy.

En caso afirmativo, la extension es unica y viene dada por

donde {xp}n C A es una sucesion cualquiera que converge a x.

6.14 Definicién
Sea X € Pla, b].
Sea {X™},, C S[a, b] una sucesién cualquiera que converja a X en el espacio métrico Pla, b].

Entonces definimos la integral estocédstica de X respecto el proceso de Wiener W como la variable
aleatoria sobre (Q2, F, P)

b b
/ X, dW, == P- lim [ X["dW, .

—
n oo a

6.15 Proposicion
La aplicacion entre espacios vectoriales

Pla,b]

Lo(©)

b
Xl—%/ Xt th
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obtenida en la Definicion 6.14 es lineal.

6.16 Proposicién
Sea X € Pla, b].
Entonces, Ve > 0, YN > 0,

/Xtth}>N /XQth}m} = -

6.17 Proposicién
Sea X € L2([a,b] x Q).
Entonces, existe {X"}, € S[a,b] N L2([a,b] x Q) tal que
1) X8 = Xelr2apix0) ——— 0

b b
2) " fa X?th — fa Xt th”LQ(Q) E} 0 .

6.18 Observacién

La Proposicién 6.17 sugiere que si nos restringimos a procesos de L2, podemos definir la integral
estocdstica como un operador continuo entre espacios de Hilbert

L2([a,b] x Q) — L*(Q) .

Efectivamente, podemos repetir todo el que hemos hecho en esta situaciéon mas agradable, pero
menos general.

6.19 Proposicién

Sea X € Pla,b]. Entonces:
1) Sifa,V] C [a,b], entonces X € Sla’, V'], X - 1jgp| € S[a,b], y

/Xtth /Xt tarr((8) AW

2) Sic€la,b], entonces X € Sla,c], X € Slc,b], y

b c b
/Xtth:/ Xtth—i—/ X dWy .

Si, ademds, X € L2([a,b] x Q), entonces

3) E{/bXtth} ~0.

2} /abE[Xf]dt.

6.20 Proposicién (Aproximacién por sumas de Riemann.)

4) E[]/abxtdwt

Sea X € Pla,b] un proceso continuo c.s.

Entonces, para cualquier sucesion de particiones m, = {a = tén) < tﬁ") << tﬁ,?i = b} de [a,b]
tal que |m,| — 0, se cumple

mp—1

b
Z Xtm) +, - W] L Xx.aw, .

t
k n— 00 a
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6.21 Observacién

Si, en la situacién de la Proposicién 6.20, consideramos

my,—1
Sp = kz_o W, [W, ,

(n)
bt

- W;:):I ;

) (n)

es un punto arbitrario de [t,(cn) ) +1], entonces la existencia y el valor concreto de

P- lim S, depende de la eleccién de los ué").

n—oo

donde cada ugcn

Por ejemplo, si ponemos
ué") = at,(:gl +(1- oz)t;c") , para un cierto « € [0, 1], Vn, Vk,

se obtiene
2 1
S, —— —

n—o0 2 @

(W7 ~W2) + (0~ 5)(b—a).

En particular, usando la Proposicién 6.20, esto nos dice que
b 1, o 1
/ Wtthzi(Wb —Wa)f§(b—a),

y concluimos que la integral de It6 no sigue las regles del calculo newtoniano.

Se puede definir una integral estocéstica que respete las regles del calculo newtoniano? El ejemplo
que hemos visto sugiere que podriamos hacerlo, al menos para procesos continuos, definiendo

My —1

b
XiodW, := P- i X o [ We — W] .
vodWiim Pl 3 Xy Wigy, ~ W]

a

Esto se puede hacer, en efecto, y obtendriamos, para X; = W,

a

b
1
/ Wi 0 dW; = §(Wb2—W2) .

Pero esta integral (llamada integral de Stratonovich) tiene otros inconvenientes.
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7.  (Calculo estocastico

En el célculo diferencial e integral clasico, los teoremas fuertes como por ejemplo los de Cambio
de Variable, Integracion por Partes, Teorema Fundamental del Célculo, etc. nos permiten calcular
integrales sin recurrir a los complicados pasos al limite que se desprenden de las definiciones.
Es razonable esperar que resultados anédlogos puedan ser demostrados para el calculo asociado a
las integrales estocésticas, al que llamamos Calculo Estocastico. Esto es asi, efectivamente, pero
las férmulas que resulten no son formalmente iguales a las correspondientes del calculo clasico.
Empezaremos enunciando la férmula de Cambio de Variable, de la cual pueden deducirse las
demas.

Denotemos P? := N;P[0,t], con t € RT o t € [0,7].

7.1 Teorema (Cambio de Variable).
Sea g € P2.
Sea X; el proceso definido por X; := fot gs dAW.
Sea : R — R una funcién dos veces derivable con continuidad.

Entonces:

t 1 t
<p(Xt)=<p(Xo)+/ w’(Xs)-gdes+§/ ¢"(Xs)-g2ds . g (7.1)
0 0

Si comparamos esta formula con la andloga del calculo integral habitual observamos que aparece
un término adicional.

7.2 Ejemplo
Sean X; = W; y ¢(x) = ™. Obtendremos:

¢ ¢
1
Wi = / nWrtdw, + —/ nin — HWr2ds =
0 0

2
t L th n— 1 t )
/Wsn_ dWs = — — /Wé"_ ds .
0 n 2 Jo
t 2
t
En particular: / W, dW, = % E—_
0 2 2

resultado diferente al que se obtiene con el calculo diferencial tradicional.

Una consecuencia inmediata del Teorema 7.1 es que el conjunto de procesos que son integrales
estocasticas no es cerrado por transformaciones tan regulares como x +— 2 del ejemplo anterior.
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Una dWs-integral es convierte en un proceso suma de una dW-integral y una ds-integral. (Una ds-
integral es claramente de variacion acotada mientras que la dWs-integral tiene variacién cuadratica
no nula; de ahi que ninguna de ellas se puede convertir en la otra).

La razoén intuitiva por la que aparece el término adicional es la siguiente: Usando la férmula de
Taylor para ¢ en el punto Wy, evaluada en Wi ¢, v dividiendo por At, se tiene:

e(Witrat) — o(Wy)

Wigar —We 1 (Wipne — Wi)?
At +

— // ‘- —_— ...
At 5¥ (W) At *

=o' (W) -

Si Wy fuese una funcién derivable, el término cuadratico y todos los de orden superior convergerian

claramente a cero cuando At — 0 y obtendriamos la conocida regla de la cadena para la compo-

W, - W
% (esto es precisamente

lo que estamos haciendo cuando ponemos W; — W, := fst dW,.), y observando que (Wi ar — Wy)?
es del orden de At cuando At — 0 (variacién cuadrética de W), obtenemos justamente (7.1) para
el caso X; = W;. Lo mismo sucede cuando X; es un proceso integral estocastica.

t .
= lima¢—o

sicion ¢ o W. En el nuestro caso, definiendo

Denotemos por P! el conjunto de procesos no-anticipativos con trayectorias integrables en el
intervalo que se esté considerando.

7.3 Definiciéon

Sean g € P2y f € PL
Sea X una variable aleatoria Fy-medible.

Un proceso X de la forma
t t
Xt:XO+/fst+/gdes
0 0
se llama proceso de It6.

Es inmediato de la definicién que un proceso de It6 es siempre continuo y adaptado. La clase de
los procesos de It6 es cerrada por Cambio de Variable. Formularemos una versién mas general del
Teorema 7.1, dejando que ¢ actie sobre n procesos de It6 al mismo tiempo (en lugar de una sola
integral estocdstica) y que dependa también de t. Esta versién se conoce como a Férmula de
Ito y es la herramienta bésica del Calculo Estocastico.

7.4 Teorema (Férmula de Itd).

Sean {X®}7_ . n procesos de Ité con representacién
x® =x§" +/ fs(l)ds—i—/ gDaw, , i=1,....n.
0 0

Denotemos X; = (Xt(l), e 7Xt(n))‘
Sea,

p: RxR" — R
(t, %) ——— p(t, T)
- dp Odp Py
una funcién tal que —

815’ 893/ 89318%

existen y son continuas.

Entonces, Y; := p(t, Xt) es de nuevo un proceso de Itd, y se puede escribir como

Lo o0 T S
V=Yoo [ [Fo0 R0+ 5205 XD + 5572 (5, Xo)gl0 gl ds
0 s ox; i

t 880 . )
X)) dw,
+ [ G2l
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(sumando de 1 a n sobre los indices repetidos). g

7.5 Definicion
Si X = Xp —|—f0t fs ds—&—fot gs AW es un proceso de It0, decimos que tiene diferencial estocastica

dXt:ftdt+gtth . O

Por ejemplo, hemos visto que dW2? = 2W; dW,; + dt. La notacién de diferenciales estocasticas
permite una economia en la escritura. La Férmula de It6 puesta en forma diferencial,

Oy dp 1 850
at(tXt) dx;

(@ 4
t, X
( /i 2 O0x;0x;

. % j a A
dY; = (t, X:) - 9" g dt+6 (t, X)g) W,  (7.2)

sugiere el nombreRegla de la cadena, con el que también se la conoce. Si hacemos el convenio
dWy-dWy = dt, dWy-dt = dt-dW, =0, dt-dt =0, y dX1dX5s es la multiplicacién de los respectivos
binomios, podemos escribir (7.2) en la forma mds compacta

- , 1 02
PPt X, dt + O 2, X)dx® + 5868 (t, X,) dxP ax? .
J

dY; =
b ox;

ot

Aplicando la regla de la cadena a las diferenciales estocésticas

axM = dt + g aw,
dx? = P dt + ¢@ aw,

con p(t,z1,T2) = x1 - 2 obtenemos la Férmula de Integracién por Partes
dxPxP) = xPax® + xPax® +axMax® .

Por ejemplo, podemos calcular otra vez fg W dWy integrando por partes:

t t t
/ WedWy=W2— | WedW, — [ ds=
0

Aplicando el Teorema 7.1 a X; = fot dW, = W, obtenemos, para ¢ de clase C?,

oW = o)+ [ S ovaw, +3 [ o as.

que seria un Teorema Fundamental del Calculo, o bien

| e aw. = pw) — pwe) - 5 [ vy ds
0 0

en forma de Regla de Barrow.

7.6 Ejemplo

Veamos ahora como se resuelve una ecuacion diferencial estocastica muy sencilla usando el calculo
estocastico. Se trata de la ecuacién del modelo de Verhulst sin mortalidad:

dXt = ClXt dt + O'Xt th

con condicién inicial Xy dada.
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Si W fuera derivable, escribiriamos

ax,

X, (a +oW,)dt ,

y la solucién se encuentra en seguida integrando y tomando exponenciales. Siguiendo la misma
idea, calculamos d(log X;) usando la férmula de It6:

1 1 -1
d(log X¢) = X dXi+ 5 F(dth
t
= 1(th+ X, dWy) Ll ey
_Xt aXN¢ At t B Xt20’ t

= (a—0?/2)dt + o dW; ,

de donde

t t
1ogXt:10gX0+/ (a—02/2)d3+/ o dW,
0 0
=log Xo + (a — 0?/2)t + oWy |

y finalmente
X; = Xo -exp{(a—o?/2)t + oW} .

7.7 Ejemplo
Andlogamente al ejemplo anterior, se resuelve la ecuacién diferencial

dX, = X; dW,
Xo=1["

1 -1

1 5 1

Integrando y usando Xy = 1, obtenemos

1
10gXt = Wt - §t 5

y tomando exponenciales
1
X; = exp{W; — §t} )

Por analogia con el célculo clésico, llamamos a X; la funcién exponencial estocastica, que
difiere de la usual en el factor exp{—3t}.
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8.

Ecuaciones diferenciales estocésticas. Existencia y unicidad

Hemos desarrollado un concepto de integral y unas reglas de célculo que pretenden ser bien adap-
tados al estudio de sistemas con incertidumbre. Para acabar de justificar esta afirmacion sélo
hay que comprobar si situaciones como las de los ejemplos vistos pueden ser modelizadas con el
formalismo de las ecuaciones diferenciales estocésticas del tipo de (4.8) o (5.1). Esto sera cierto
siempre que tengamos la seguridad que las integrales que hay implicitas en la ecuacién diferencial
estocastica tienen sentido. La cuestion critica es sin duda si el integrando de la integral estocastica
es o no adaptado a una filtraciéon no—anticipativa del proceso de Wiener.

Una forma bastante general de ecuacién diferencial estocastica de primer orden en dimensién 1 es
dX; = f(t, X¢)dt + g(t, X;)dW, , teRT (8.1)

donde X; es el proceso incégnita, Wy es el proceso de Wiener, y f(t,z) y g(¢t,z) son funciones
reales definidas y medibles en RT x R, que llamamos coeficientes de la ecuacién.

Supongamos que combinamos esta ecuacién con una condicién inicial g € R (es decir, una variable
aleatoria constante) y que la evolucién de X; no tiene otra causa de aleatoriedad que la inducida
por la evolucién del proceso W = {W;, t € RT}. En tal caso, no tiene sentido pensar que la
solucién hasta el instante ¢ vaya a depender de lo que el azar deparard después del instante ¢. Por
lo tanto, es razonable buscar soluciones sin esta dependencia, y el formalismo funciona.

Mas generalmente, supongamos que la condicién inicial es una variable aleatoria X independiente
de todas las variables del proceso W. Entonces esperaremos soluciones que hasta el instante ¢
dependan de la condicién inicial y del proceso W hasta t, pero no més alla.

En este capitulo precisaremos el concepto de solucién de (8.1) y enunciaremos dos resultados
clésicos (de existencia y unicidad, y de dependencia de condiciones iniciales) para este tipo de
ecuaciones. No se trata de los mejores enunciados posibles; sélo pretenden ilustrar algunas ana-
logfias y diferencias con los resultados homdlogos de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Comencemos con la definicién de solucién de (8.1), lo que equivale a precisar exactamente qué
entendemos por la expresién (8.1).

8.1 Definicién

Un proceso {X¢, t € RTT} es solucién de (8.1) con condicién inicial X = £ si y s6lo si:
1) {X;, t € RT} es adaptado a alguna filtracién {F;, ¢ € T'} no—anticipativa de W.
2) g :=g(t,X:) € P*i fr:= f(t, Xs) € PL.

3) X tiene diferencial estocastica

dl‘t:ﬁdt+gtth .
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Equivalentmente, X; satisface

t t
X, :§+/ f(s,Xs)ds +/ g(s, Xs)dWs , teRT . o (8.2)
0 0

Las condiciones 1) y 2) de la definicién garantizan que las expresiones de 3) tienen sentido. En
particular, obsérvese que

(8.3)

dXt = f(ta Xt) dt + 9(t7 Xt) th }
Xo=¢

s6lo podré tener solucidn si € es una variable aleatoria independiente de todo el proceso W.

Para el problema de Cauchy (8.3) con g = 0 (ecuacién diferencial ordinaria), el resultado clésico
de existencia y unicidad de solucién requiere que f cumpla alguna condiciéon de Lipschitz. Esto
permite demostrar mediante iteraciones de Picard la existencia y unicidad. Es natural intentar el
mismo tipo de planteo en el caso g # 0.

8.2 Teorema

Supongamos que:

1) existe K > 0 tal que
[f(t2) = f(E o)l + 19t o) —g(ty)| S K-z —y|, VE€[0,T], VeyeR.
2) existe L > 0 tal que
If(t, )2+ |gt,2)|> < L-(1+|z)*), Vtel]0,T], Vr,ycR.

3) ¢ es una variable aleatoria independiente de {W;, t € T'}.

Entonces:
a) Existe una solucién de (8.3) que es un proceso continuo.

b) Si X'y X? son procesos continuos solucién de (8.3), entonces sup;e(o 77 | X — X7| =0, c.s.
o

Sélo se asegura la unicidad de solucion continua debido a la ambigiliedad en la definicién del proceso
integral estocastica. De hecho, la exigencia de continuidad puede incorporarse a la definiciéon de
solucién, y entonces es puede afirmar que dos soluciones sélo difieren en un conjunto de trayectorias
de probabilidad nula.

La dependencia de la solucién respecto de la condicion inicial es similar a la que se encuentra en
el caso determinista. En particular, se tiene el siguiente resultado de diferenciabilidad de primer
orden respecto una condicién inicial constante.

8.3 Teorema

Supongamos:

1) Las funciones f(t,x) y g(t,z) satisfacen las hipStesis 1) y 2) del Teorema 8.1.

0 0
2) Las derivadas parciales 92 fit,x) y 92 g(t, z) existen y son continuas y acotadas.
x x
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Entonces, la solucién {X¢(c), ¢t € RT} del problema de Cauchy

dCI)t = f(ta I‘t) dt + g(t7 xt) th }

TIg =2¢C

Xi(e+h) — Xe(e)

con £ € R, es derivable en L%(Q) respecto ¢ (esto es, existe L2(2)—limy,_ )y
d
el proceso derivada {y.(c) := d—zt(c), t € RT} satisface la ecuacién variacional
c
dyi(c) = 3f(t x(c)) - yi(c) dt + 9 (t,z(c)) - yi(c) AW,
Yt = oz bt Yt 8zg ) Lt Yt t} ) O (8.4)
Yo(c) =1

Nétese que (8.4) es una ecuacién lineal (en el sentido que los coeficientes son lineales respecto
el proceso incégnita) en Yi(c), pero con coeficientes aleatorios. Es por tanto, en realidad, una
ecuacién de primer orden de un tipo més general que (8.1).

1.V. Girsanov encontrd, en 1962, un ejemplo muy sencillo de ecuacién diferencial estocédstica que
tiene un comportamiento diferente que su andloga determinista por lo que respecta a la unicidad
de soluciones. La mayoria de libros sobre ecuaciones diferenciales estocasticas la mencionan:

La ecuacion diferencial ordinaria

dl’t = |l’t|adt
o = 0

} el 55)

con 0 < « < 1, tiene una infinidad de soluciones. En efecto, para todo s € [0,T], la funcién

0, sio<t<s
Tt = —a)7 ! .
Tl =)t -] sit>s
es solucién de (8.5).

En cambio, la ecuacion estocastica

dX; = | X4 dW;
Xo=o0f @ '€ 0,77, (8.6)

resulta tener infinitas soluciones si 0 < o < 1/2, pero sélo una tnica solucién (la trivial) para
a > 1/2, aunque no cumple las condiciones del Teorema 8.1.

Mas detalles sobre los resultados apuntados en este capitulo y en general sobre la teoria de las
ecuaciones diferenciales estocdsticas se pueden encontrar en Gihhman-Skorohod [14], Arnold [1] o
Gard [13].

Uno puede preguntarse si podemos aproximar la solucién de una ecuacién diferencial estocéstica
por soluciones de ecuaciones diferenciales con una perturbacién aleatoria “més regular”, que per-
mita ser tratada con los medios del calculo clasico, y obtener la solucién de la ecuacion estocéstica
por paso al limite.

Supongamos que {W(")}n es una sucesién de procesos estocésticos, con trayectorias de clase C,
tal que para todo w (con probabilidad 1), converge al proceso de Wiener

W (W) — We(w)

. . n .7
uniformemente en ¢ sobre intervalos acotados. Para cada w, sea Xt( )(w) la solucién de la corres-

pondiente ecuacién determinista

dX, = f(t. Xp) dt + g(t, Xo) AW, .

Draft Version: 2004/1/16. A. Alabert



40

Ecuaciones diferenciales estocdsticas. Existencia y unicidad

Se demuestra que la sucesién de procesos { X (™1, converge también uniformemente sobre interva-
los acotados a un cierto proceso X. Este proceso resulta ser la solucién de una ecuacién diferencial
estocastica con los mismos coeficientes, siempre y cuando la integral estocdstica se interprete en
el sentido de Stratonovich (véase el Capitulo 6):

t t
X = Xo —|—/ f(s, Xs)ds +/ g(s,Xs) o dW; . (8.7)
0 0

Esto es un argumento a favor de la interpretacién de Stratonovich al formular una ecuacién
diferencial estocastica. Sin embargo, la caracteristica de “no mirar hacia adelante” de la integral
de It6 puede hacerla adecuada en muchos casos. Ademads, desde el punto de vista probabilistico,
la integral de It6 es mas facil de tratar.

Afortunadamente, hay una relacién relativamente simple entre las soluciones de una ecuacion de
Stratonovich y una ecuacién de Ito, por lo que el desarrollo de la teoria para uno de los dos tipos
produce también muchos resultados para el otro. En efecto, bajo hipdtesis apropiadas, se tiene que
la solucién de la ecuacién de Stratonovich (8.7) coincide con la de la ecuacién de Ité6 modificada

t t
Xo=Xo+ [ [ X+ 39/, X, X ds + [ g(s. X dWi
0 0
donde ¢’ denota la derivada de g respecto al segundo argumento.

Finalmente, hablaremos de un concepto de solucién que no tiene andlogo en el caso determinista.
En primer lugar, notemos que en el teorema de existencia y unicidad 8.2 no se especifica la filtracién
no—anticipativa respecto la que existe una solucién. En realidad, bajo las hipétesis dadas, se puede
demostrar que tal filtracion puede tomarse como la generada por la variable condicién inicial y el
proceso W. Cuando esto sucede, hablamos de una solucidén fuerte de la ecuacién.

En cambio, cuando sélo los datos Xy, f, g vienen dados, la pregunta mas natural, desde el punto
de vista de la modelizacion, es si existen un espacio de probabilidad, un proceso de Wiener W,
una filtracién no—anticipativa, y un proceso X tales que se cumple (8.2). En tal caso se habla de
solucién débil.

El concepto de unicidad del Teorema 8.2 se llama unicidad fuerte o trayectorial; mientras que la
unicidad en el sentido de las soluciones débiles significa que dos soluciones cualesquiera tienen la
misma ley.

Evidentemente, toda solucién fuerte es una solucion débil. El reciproco no es cierto, y de hecho el
siguiente ejemplo muestra una ecuacion sin solucién fuerte, pero con una unica soluciéon débil:

dX; = signo(Xy) dW;
o = 0 ’

donde
+1,8sixz >0
-1, six<0

signo(z) = {
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