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Presentacio

Aquest és un text introductori a la teoria matematica de la mesura i la probabilitat. Es
doéna per suposat que el lector té un bon maneig del llenguatge de la teoria de conjunts, i
coneixements basics de topologia i espais metrics, com també del calcul elemental a R™ i
de les operacions amb nombres complexos. Des del punt de vista formal, per llegir-lo no
és necessari cap coneixement previ sobre probabilitats, estadistica, mesura o integracié.
Aix0 no obstant, ha estat concebut com a llibre de text per a estudiants de matematiques
que ja han seguit un curs elemental d’estadistica i han tingut contacte amb la teoria de
la integracié de Lebesgue en R™. La materia coberta es pot encabir amb comoditat en
un curs quadrimestral.

L’estil expositor és deliberadament eixut, semblant al que tindrien unes notes preses
a laula. L’autor pretén que el text sigui 1util a 'estudiant que ha de digerir en un temps
curt uns coneixements no trivials i demostrar immediatament després que els domina.
Tanmateix, no puc deixar de recomanar a I'estudiant que cedeixi a la temptacié de fer
un passeig bibliografic cada cop que alguna cosa desperti la seva curiositat.

No s’ha fet cap esfor¢ especial per simplificar la notacié o substituir simbols ma-
tematics per llenguatge ordinari. Una notacié prou descriptiva tendeix a estalviar males
interpretacions i ambigiiitats. De fet, la tendeéncia a la sobresimplificacié de notacié és
al meu parer una reminiscencia del drama d’intentar escriure matematiques amb una
maquina tradicional. Afortunadament, tals limitacions han passat a la historia.

Al final de cada capitol s’hi inclou una llista de problemes. Gairebé tots els exercicis
intercalats en el text fan referencia a algun d’aquests problemes. Es suggereix intentar
fer-los en el moment en qué apareixen, com a ajuda al seguiment de la teoria.

El que segueix és una llista dels convenis de notacié i nomenclatura que regeixen en
tot el llibre; la majoria d’ells sén habituals i obvis. Es recomana al lector de referir-s’hi
en cas de dubte durant la lectura.

Logica: ‘sii’ és l'abreviatura de ‘si i només si’. La notacié a := b indica que a és
per definicié igual a b. El simbol d’implicacié (=) pot servir per expressar la proposicié
logica p = ¢, amb la qual no s’afirma la veracitat ni la falsedat de p o ¢, o bé que sabem
que p és cert, i que d’aixo se’n dedueix ¢. Normalment aquesta distincié és evident pel
context. Només quan hi ha possibilitat de confusid, escriurem p, = ¢ per enfasitzar que
ja sabem la veracitat de p.

Conjunts: La paraula ‘colleccié’ s’utilitza com a sinonim de ‘conjunt’, per evitar la
cacofonia d’expressions com ara “conjunt de conjunts”. Un conjunt A és finit si té una
quantitat finita d’elements, que es denota per card A. Un conjunt A és numerable si és
finit o infinit numerable. La resta de dos conjunts A — B és el conjunt que té els elements
de A que no sén de B. A€ és el conjunt complementari de A respecte d’un conjunt de
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referéncia () fixat préviament; és a dir, A° = Q — A. El conjunt de les parts d’un conjunt
2 es nota P() i és la colleccié de tots els subconjunts de Q. Una familia de conjunts
{A;}ier és una aplicacié que a cada index i del conjunt d’indexs T li assigna un conjunt.
La notacié {A;};cr C € indica que els conjunts de la familia sén de la colleccié de

conjunts €. Quan parlem d’unié UIA o interseccié OIA finita, numerable o arbitraria
S
d’una familia ens referim que el conjunt d’indexs de la familia és, respectivament, finit,
numerable o de cardinalitat qualsevol. Quan se sap que una familia és disjunta (és a
dir, i # j = A;NA; = (), escriurem la seva unié com &JI A;. Normalment, una familia
i€
numerable s’indexa amb els nombres naturals, i s’escriu {A, }nen en el cas infinit, o
{A,}F_, en el cas finit. Les notacions u Ay i ¥ Ay, on no s’especifica el conjunt al qual

pertany I'index n, indiquen que la umo és ﬁmta o infinita numerable. Una successio és
una aplicacié que té per conjunt inicial el dels nombres naturals N, i per tant és un cas
particular de familia infinita numerable. La qiiestio de si el zero és un nombre natural o
no és irrellevant quan es tracta amb successions i en general en tot aquest llibre. El més
comode a efectes practics és pensar que 0 ¢ N.

Funcions: La paraula ‘funcié’ és sinonim de ‘aplicacié’, llevat que s’indiqui explicitament
un domini més petit que el conjunt inicial. La restriccié d’una funcié f a un conjunt A
s'indica per f|,. Im f és el conjunt imatge de f. f ~1 ¢s la funcié inversa de f.

Nombres: Se suposen conegudes pel lector I'estructura d’ordre i I'aritmetica de la
recta real estesa R := RU{—0c0,+00}. A l'apartat 2.1 s’expliciten totes les estructures
sobre R que haurem de considerar. En el context de R, I'expressié ‘a és finit’ vol dir
‘a € R’. Sir € R, les expressions del tipus ‘a > 7’ indiquen implicitament que a € R, si
no es diu el contrari. Les propietats basiques dels nombres complexos també se suposen
conegudes. Si z € C, REz i IMz denoten la part real i la part imaginaria de z. Z és el
conjugat de z.

Topologia: Els limits de successions numeriques o de funcions es consideren com
elements de R. En particular, si ‘el limit existeix’, pot ser un nombre real o un infinit.
Explicitem que és un nombre real escrivint ‘el limit existeix i és finit’. Per exemple,
les successions monotones de nombres reals sempre tenen limit (finit o no.) De vegades
abreviarem f(a”):= lim f(z) i f(a%):= lim+ f(z) (limits laterals de la funcié f en

r—a r—a

a). La derivada n-ésima de f lescriurem f (n L’adheréncia d'un conjunt A es denota

per A, i el seu interior per ;1

Ordre: Els intervals oberts els escriurem Ja, b[ (mai amb paréntesis ordinaris). A C B
és una inclusié no estricta de conjunts. Reservem A ¢ B per a la inclusié estricta
(AC BiA# B.) Un element a € R és positiu si a > 0, i estrictament positiu si
a > 0. Analogament amb negatiu i estrictament negatiu. Una funcié f és creixent si
x <y= f(z) < f(y) i estrictament creixent si x < y = f(z) < f(y). Analogament amb

decreixent 1 estrictament decreixent.
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1.  Mesures

1.1 Espais de

1.1.1 Definicio6

mesura

Sigui 2 un conjunt qualsevol.
Sigui § una colleccié de subconjunts de  (F C P(Q)).
§ és una o-algebra de P(f) sii

1) QegF.
2) AeF= Acef.

3) Si{A,}n és una familia numerable d’elements de §, llavors UA,, € § .

1.1.2 Observacions

1.1.3 Exemples

1.1.4 Definicio6

1) 0 € F, per 1) i2) de la definicié. Aquesta condicié pot substituir 1).
2) Si {A,}, és una familia numerable d’elements de §, llavors N A,, € §, gracies a les

condicions 2) i 3):
A, €F= A eF=UA €F= (UAS) €5,

i (UAS) =n4,.

Aquesta condicié pot substituir 3).

1) §="P(Q) és la o-algebra de P(2) més gran possible.
2) §=1{0,0} és la o-algebra de P(2) més petita possible.
3) Si A C Q, aleshores {0, A, A°,Q} és una o-algebra. Observeu que és la o-algebra

més petita que conté al conjunt A. g

Donada una colleccié qualsevol de subconjunts de €2, volem considerar la minima
o-algebra que els conté. ‘Minima’ vol dir aqui la més petita per la relacié d’inclusio.

Sigui € una colleccié de subconjunts de €.
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1.1.5 Exercici

1.1.6 Definicio

1.1.7 Definicio6

1.1.8 Exemples

S’anomena o-algebra generada per € la interseccié de totes les o-algebres que contenen
€. L’escriurem o(€).

(Vegeu el Problema 1.1.) Per tal que la Definicié 1.1.4 tingui sentit cal comprovar que
almenys existeix una o-algebra que conté € (trivial: P(£)), i que la interseccié d’una
familia arbitraria no buida de o-algebres és o-algebra.

Per tal que assoleixi 'objectiu, cal comprovar que la og-algebra generada per € és en efecte
la o-algebra més petita possible a la qual pertanyen tots els elements de €. (Aixd també
és evident.)

Sigui € un conjunt.
Sigui § una o-algebra de P(Q).
Una mesura sobre § és una aplicacio

w:F — [0, 400]

complint: Si {A,}, C §F és una familia numerable d’elements de § disjunts dos a dos (i.e.
i#j = AiNAj=0), aleshores

ﬂ(%An) = ZN(An) ]

La condicié anterior s’anomena propietat d’additivitat numerable o de o-additivitat
de les mesures.

Sigui ) un conjunt.

Sigui § una o-algebra de P(Q).

El parell (€2, §) és un espai mesurable. Els elements de § s’anomenen conjunts mesurables
de (Q,%).

La terna (€,§, 1), on u és una mesura sobre §, s’anomena espai de mesura.

1) En qualsevol espai mesurable (€2, §) s’hi poden posar mesures: =01 u = +00 sén
mesures (completament inttils, per cert).

2) Sigui (2,F) un espai mesurable. Definim, VA € §,

card A, si A és finit.

A =
uid) { 400, en cas contrari.

Llavors p és una mesura (vegeu el Problema 1.2), que s’anomena la mesura comp-
tadora en (€, §).

3) (Per a lectors familiaritzats amb la Teoria de la Integral de Lebesgue en R™.) Si
L(R™) és la colleccié de conjunts mesurables en el sentit de Lebesgue en R™, i A és
la mesura de Lebesgue sobre £(R"), llavors (R™, £(R™), A) és un espai de mesura.
(Vegeu els Exemples 1.2.19, més endavant.)

4) (Molt important.) Sobre 2 = R™ considerem la o-algebra generada pels conjunts
oberts de R™ per la topologia usual. Aquesta o-algebra esta inclosa estrictament
en £(R") i s’anomena o-algebra de Borel en R™. L’escriurem B(R™). Els elements
de B(R™) s’anomenen borelians de R™. La mesura de Lebesgue (exemple anterior)
restringida a B(R™) ddna lloc a un espai de mesura (R™,B(R™), ).
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1.1.9 Observacié

1.1.10 Definicio

1.1.11 Exemple

1.1.12 Definicio

1.1.13 Exercicis

Una propietat immediata de les mesures és:
VA, BegF, ACB= u(A) <u(B). (1.1.1)

Efectivament, u(B) = u(AW (B — A)) = u(A) + u(B — A) = p(A) .
La propietat (1.1.1) s’anomena Propietat de monotonia de les mesures.

Sigui (2, §, p) un espai de mesura.

1 és una mesura finita sii p(Q) < 400 .

p és una mesura de probabilitat (o una probabilitat, simplement) sii p(2) = 1; en tal
cas, (2,5, 1) s’anomena espai de probabilitat, i dels conjunts mesurables se’'n diu també
esdeveniments.

L’Observacié 1.1.9 justifica el nom de “mesura finita”: ©(2) < 4oo implica que
pu(A) < +o00, VA € F, i per tant 'aplicacié p pren valors en [0, +oo[. Analogament, una
probabilitat pren valors en [0, 1].

Suposem que €2 és un conjunt numerable.

Associem a cada w € Q un nombre p, > 0 de forma que > p, = 1. (Obviament és
weN
possible: qualsevol série de termes positius de suma igual a 1 serveix.)

Per a tot A € P(2), definim p(A) = > p., -
weA
Llavors, (€2, P(€2), 1) és un espai de probabilitat. (Vegeu el Problema 1.3.) g

Veurem a continuacié algunes estructures més generals, de les quals els espais de
mesura en seran un cas particular.

Una mesura és una aplicacié el domini de la qual és una o-algebra de subconjunts
d’un cert conjunt de referencia. En general, una aplicacié que té per domini una colleccié
de subconjunts d’un conjunt univers donat, i a valors on sigui, 'anomenem una funcié de
conjunt. Convenim a anomenar funcié de conjunt positiva la que pren valors a Iinterval
[0,4+0c] (Iinfinit inclos!). Podem dir doncs que una mesura és una funcié de conjunt
positiva numerablement additiva definida sobre una o-algebra.

Sigui 2 un conjunt.
Sigui € C P(£2) una collecci6é qualsevol de subconjunts de €.
Sigui pu: € — [0, +00] una funcié de conjunt positiva.
Diem que p és (finitament) additiva sii

V{Ak}r—; C € familia finita,

n L n n (1.1.2)

{kLilAk el i (z #j=ANA; = @)} == 'u(kL2|1Ak) = ;u(Ak) ,

Diem que p és numerablement additiva (o o-additiva) sii
V{A,}, C € familia numerable,

(Udpee i (i#)=A4n4;=0)] = p(Ud,) =3 u(4,).

n

1) Suposem que §) € €. Si p és additiva i g £ +oo, aleshores pu(f) = 0. (Vegeu el
Problema 1.7.)
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2) Si € és estable per unions finites (i.e. la unié de tota familia finita de conjunts de €
és un conjunt de €), aleshores (1.1.2) és equivalent a

VA,Be€, ANB=0= u(AUB)=u(A)+u(B).

Comproveu també que D'estabilitat per unions finites equival a ’enunciat: « A, B €
¢=AUBec

1.1.14 Definicié
Sigui Q) un conjunt.
Sigui A C P(Q).
2 és una algebra de P(Q) sii
1) QeA.
2) Aed=AeA.

3) Si{Ar}}_, és una familia finita d’elements de 2, aleshores k@1 ApeA.

1.1.15 Observacions
1) Tota o-algebra és una algebra. A l'inrevés no és cert.
2) Valen per a algebres observacions similars a les de 1.1.2 per a o-algebres:

i) DeA.
ii) Una algebra és estable per interseccions finites. g

Hom pot considerar 'algebra generada per una colleccié de conjunts, de manera
totalment analoga al cas de les o-algebres. De fet, és facil veure que té sentit considerar
la “estructura” generada per una colleccié de conjunts, sempre que la “estructura” estigui
definida per propietats d’estabilitat. Per exemple, hom parla de la topologia generada
per una colleccié de conjunts (minima topologia que fa oberts tots els conjunts de la
colleccio).

1.1.16 Definicié
Sigui € una colleccié de subconjunts de ).
S’anomena algebra generada per € a la interseccié de totes les algebres que contenen €.
L’escriurem a(€).

1.1.17 Proposicié
Sigui A una algebra de P(2).
Sigui p: A — [0, +00] una funcid de conjunt positiva additiva.
Aleshores:

1) A\ BeA= u(AUB)+ u(AN B) = u(A) + u(B) .

2) Monotonia:
VA,Be®A, ACB= u(A) <uB).

3) Subadditivitat finita:

Ao A €U = p(A U UA,) <p(A) 4+ (A .

Suposem a més que p és o-additiva. Aleshores:

4) Subadditivitat numerable:

V{A,}n C A familia numerable, UA, € A= u(UAn) < Z,u(An) )
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Demostracio:

1)

#(A) = p((ANB)w (AN BY))
7! N

(AN B)+ p(An B9 . (1.1.3.a)
(BNA)w(BNA%)) =pu

(BN A) + u(Bn A% . (1.1.3.b)

Sumant (1.1.3.a) i (1.1.3.b),

(M) Per l'additivitat de 1, puix que els conjunts en qiiesti6é son disjunts.
@ Esg comprova facilment que la unié disjunta és igual a A U B.

2)
u(B) = p(Aw (BN A%)) = u(A) +p(BNA°) = pu(A) .

3)

ﬂ@41U"'U44n)
C (AW (A NAD W (A3 NASNA W - W (A, NATN---NAS_)))

= (A1) + (e NAS) + (A VAT OVAS) 4 -+ (A NAS A= 1A )
(2)

< w(Ar) + p(Az) + p(Az) + -+ p(Ay) -

M Aquest és el truc habitual per convertir una unié qualsevol en una unié disjunta.
@) Per la propietat de monotonia.

4) El procés de 3) es pot fer també amb una infinitud numerable de conjunts:

n( U An) = B (AaN0A450---N 45 )

n=1 n—1

:ZU(AnmAim"'mAfn—l)gZU(An) m|

n=1 n=1

Ens interessa ara enunciar uns criteris per saber si una funcié de conjunt positiva
additiva sobre una algebra és o no o-additiva sobre ’algebra.

Introduim primer certa nomenclatura relativa a successions de conjunts: Una suc-
cessié de conjunts {A, }nen és creixent sii Vn, A, C A,y1; és decreixent sii Vn, A, D
An+1; és monotona sii és creixent o decreixent. Per definicid, el limit d’una successié crei-

xent de conjunts {A, }ren 6s nILH;O A, = nole A,; analogament, el limit d’una successié
decreixent de conjunts {A, }nen és nlingo A, = n?jl A,. De vegades escrivim A4, " A
per abreviar [4, C A,y1 1 A = :L_CJ)1 Ayl, 1 Ay L A per abreviar [A, D Ap4q 1
A= norjl Ap). Vegeu els Problemes 1.17 i 1.18 per més informacié (important!) sobre

limits de successions de conjunts.

1.1.18 Proposicié
Sigui Q un conjunt.

Sigui A una algebra de P(Q).
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Sigui p: A — [0, +00] una funcid de conjunt positiva additiva, p Z +00.
Aleshores:

1) (Caracteritzacid per successions creizents.)
w €s o-additiva <= Per a tota successié {Aptneny C A, amb A, / A € AU, es té

lim 1(An) = p(A).
n—oo
2) (Caracteritzacid per successions decreizents.)

a) | és o-additiva = Per a tota successid {Aptneny C A, amb A, \, A € A §
(A1) < o0, es té lim u(A,) = u(A).
b) Si per a tota successid {An}tneny C A, amb A, \, 0, es té que lim p(A,) =0,

aleshores p és o-additiva.

Demostracio:
1)

=) Sigui {4, }neny C AU creixent amb (le A, =AcA.

n(A) = pu( T Aq) < p

&8

n—=

(An - An—l)) = Z N(An - An—l)

n—oo n—oo

@ Z (1(An) — u(An-1)) 2 lim p(An) — u(Ag) = lim pu(A,) .

1) Posant Ap = (). Disjuntem els conjunts com en la Proposicié 1.1.17, 3); aqui
queda més senzill per la monotonia de la successio.

) Gracies a l'additivitat finita. En la eventualitat que alguna resta no es pogués
fer (0o — o0), la successié {u(Ay)}nen seria idénticament 4+o0o a partir d’un
cert moment, i la propietat de monotonia (Proposicié 1.1.17, 2)) ens diria que
p(A) = oo i 'enunciat seria cert també.

) Es una serie telescopica.
@ Vegeu IExercici 1.1.13, 2).
<) Sigui {4, }hen C A una familia numerable de conjunts disjunts dos a dos tal que
U d,=Aen.

[e.©] n

) 2T, (,5, 400) = Jim 0, 40 2 Jim > )

n=1 k=1 n— oo

= Z 1(Ak) -

=1

M Aquest és el truc habitual per convertir una unié numerable qualsevol en limit

d’una successio creixent. { kgl Ak}n cN és creixent.
) Per l'additivitat finita.
2)
a) Sigui {A,}neny C A decreixent amb norjl A=A i p(d) <oo.
(A = p(4) = p(Ar = A) = p(Ar = 1 A) @ (T (A1 - 4,))

2 lim (A — An) = p(Ar) — lim p(A,) .

n—oo n—oo

icg

M) Usem que el complementari d’una interseccié és la unié de complementaris.

) Aplicant I'apartat 1), puix que {A; — A, }nen és creixent.
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b) Sigui {A,}nen C 2A una familia numerable de conjunts disjunts dos a dos tal que

1) Pagsant al limit. (A—k61 Ak) = (), i per tant, per hipotesi, el segon sumand

n=1
té limit zero.

1.1.19 Observacions
Sobre la Proposicié 1.1.18:

1) La condicié (A1) < +00 en 2a) és fonamental (vegeu el Problema 1.6), i implica
que tots els conjunts de la successié tenen mesura finita. Es clar, pero, que es pot
imposar simplement p(A,,) < oo per un cert ng qualsevol, puix que els canvis en
els primers elements d’una successié no afecten el seu limit.

2) La hipotesi de 2b) és equivalent a:
Per a tota successio {Aptneny C A, amb A, \, A € A i p(A41) < 400, es té que
lim p(A,) = u(A). (Exercici.)

L’enunciat de la proposicié ens diu que només cal comprovar aquesta condicié quan

A=10.

1.1.20 Corol‘lari
Si (2,5, 1) és un espai de probabilitat (o, més en general, si p és una mesura finita),
aleshores

An /A= p(An) / u(A) (1.14.a)
A N A= p(A) \pw(4) o (1.1.4.b)

Degut a (1.1.4), es diu que les probabilitats tenen la propietat de continuitat sobre
successions monotones.

Introduim encara una estructura més general que la d’algebra:

1.1.21 Definicié
Sigui 2 un conjunt.
Sigui & C P(Q).
S és una semialgebra de P(Q) sii

1) 2€6.
2) ABeEG=ANBeG.
3) A€ G = A€ és unié finita de conjunts de & disjunts dos a dos.

1.1.22 Observacions

1) Tota algebra és una semialgebra. A l'inrevés no és cert.
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1.1.23 Exemple (important)
Sigui @ = R. La familia de conjunts formada pels intervals de la forma ]a, b], ]—00, ],
la,+o0o[, 0, R (a < b € R), és una semialgebra de P(2) que no és algebra. La comprovaci6
és un exercici trivial.
Hi ha un exemple analeg per a R™ (vegeu el Problema 1.10).

1.1.24 Observacid
Les propietats 1), 2), 8) i 4) de la Proposicié 1.1.17, valides per a algebres, també sén
certes per a semialgebres, amb lleugeres precisions a Uenunciat. (Vegeu el Problema
1.11.)

1.2 Determinaciéo de mesures

Donar una mesura sobre una o-algebra és, en principi, donar el valor de p(A) per a tot
conjunt A de la o-algebra.

Seria interessant saber si és possible fixar el valor de p(A) sobre uns quants conjunts
de la o-algebra de manera que p quedi determinada. En altres paraules, de manera que
existeixi una unica mesura que prengui els valors donats sobre la colleccié més petita de
conjunts. Aixo0 és en efecte possible, i de gran utilitat.

Hem d’introduir, per comencar, una nova estructura auxiliar.

1.2.1 Definici6
Sigui 2 un conjunt.
Sigui M C P(Q), M A .
M és una classe monotona sii per a tota successié {A,}nen C 9 monotona es té
lim A, € M.

n—oo

1.2.2 Observaci6
¢ és o-algebra < € és algebra i classe monotona.
La implicacié (=) és obvia. Implicacié contraria:
Si A, € €, Vn €N, llavors

JA,=0U U A,=1m U A, cc,

n=1 n=1k=1 n—oo k=1

donces { kgl Ak}

també és de €.

neN és una successié creixent de conjunts de €, i per tant el seu limit

1.2.3 Definicié
Sigui € C P(Q).
S’anomena classe monotona generada per € la interseccié de totes les classes monotones
que contenen €. L’escriurem m(€).

1.2.4 Teorema de les Classes Monotones
Sigui ) un conjunt.
Sigui A una algebra de P(L).
Sigui M una classe monodtona tal que A C M.
Aleshores: o(2() C M.

Demostracio:
o () és classe monotona, = m(A) C o(A)

m(2l) és algebra (a comprovar) L
m(2) és classe monotona = (%) és o-algebra = o(A) C m(2)

= m() = o(2A) . (1.2.1)

=
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De vegades és (1.2.1) el que s’enuncia sota el nom de Teorema de les Classes Monotones.
Es a dir: La classe monotona i la o-algebra generades per una algebra coincideixen. El
nostre enunciat s’obté immediatament a partir de (1.2.1):

ACM=mA) CM=o(A) C M.
Ens queda un “petit” detall per comprovar:

Lema. 2 és algebra = m(2) és algebra.

Demostracio:

a) Qem(A)? Obvii QeA=Qem() .

b) Aem(A) = A e m(A) ?

Usarem la tecnica dels “bons conjunts”. Els bons conjunts sén aquells que compleixen
la propietat que un vol demostrar. En aquest cas sén els elements de

m:={Aem): A°em(A)}.
L’objectiu és veure que tots els conjunts sén bons, és a dir, que m¢ = m(2).
i) mc és classe mondtona:
Sigui { Ay, }nen C m° una successié monotona. La successié { AS },en també ho sera.

Vn, A, € m® C m(), = lim A, € m()
e = lim A, € m®.

c (2 n—oo

Vn, AS € m® C m(A), = lim AS = ( lim 4,)° € m()

M gl complementari d’una unié és la interseccié dels complementaris i el comple-
mentari d’una interseccié és la unié dels complementaris.

i) A CTme:
Aem() ¢
Ae%l:>{ ACe%:ACEm(m)}:Aem :
iit) mc=m(A) :
A & me (:2; m(Ql) C mc} = mS = m(m)
m® C m(2A)
@) Per ).
@) Per i).

¢) A, Bem(d)=AUBem(A)?
Definim, per a cada A € m(2l) fixat,
ma:={Bem(): AUBem(A)} .
Aquests seran els “bons conjunts respecte de A”. Volem veure que tots els conjunts sén
bons respecte de A, per a tot A € m(2A) .
i) ma és classe monotona:
Sigui {4, }nen C ma una successié monotona. La successié {A U A, },en també ho
sera.

n—oo

Vn, Ap € mg Cm(2A), = lim A, € m(A)
Vn, AUA, € ma C m(R), = lim (AUA,) =AU lim A, e m@) [

= lim A, €my .

i) A Cmy, VA€ :

Ac
Bed

iii) ma =m(A),VAeA:

}jAUBEQlCm(Ql)éBGmA.

(1)
QlCmA7(——2>)m(Ql) CmA}:>mA:m(2l) )
ma Cm(Q()

W Per ii).
@) Pper ).
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1.2.5 Definicio

1.2.6 Exemples

1.2.7 Teorema

i) AC my, VAem() :
Siguin A e m(2A) i B e

Aem@)Emp, L2 Bemy .

1
W Per iii).
@ De fet, és un ‘si i només si’.

v) ma=m(A), VAem) :

(1) 2
A C mA,Sm(Ql) CmA} = ma :m(m) )
ma C m(Ql)

@) Per iv).
@) Per i).

Sigui Q) un conjunt.
Sigui € C P(Q) tal que 0 € €.
Sigui pu: € — [0, +00] una funcié de conjunt positiva additiva.

Diem que p és o-finita sii es pot posar §) = 051 Ap,amb A, €€ 1 u(A,) < +oo.
n=

1) La mesura de Lebesgue en (R,B(R)) o (R, £(R)) és o-finita. Per exemple, podem
escriure R = UZ[n, n+ 1], tenint en compte que la mesura de Lebesgue d’un interval
ne

és la seva longitud.

2) La mesura comptadora en (R,B(R)) o en qualsevol espai amb conjunt base no
numerable no és o-finita.

Podem ara establir un primer teorema sobre determinacié de mesures, que estableix
la unicitat de I’extensié d’una funcié de conjunt definida sobre una algebra a la o-algebra
generada.

Sigui 0 un conjunt.

Sigui A una algebra de P(L).

Sip1 i o son dues mesures sobre a(A) que coincideizen sobre 2 i sén o-finites sobre
A, aleshores p1 = ps.

Demostracio:

a) Cas preliminar: Suposem que g1 i ps sén finites.

Sigui M:={Aeco(): u(4) =pu(4)}.

Per hipotesi, A C M. Si veiem que M és classe monotona, el Teorema 1.2.4 ens dira que
o(A) C M.

En efecte: Sigui {A,}nen C 9 una successié mondtona. Llavors,

ul( lim An) 2 Jim w1 (Ay) = lim pe(Ay) Q ,ug( lim An) = lim A, € M.

n—oo n—oo n—o0 n—oo n—oo

() Usant les caracteritzacions de la Proposicié 1.1.18. Per aixo imposem de moment
que p1 1 e siguin finites.
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1.2.8 Definicié

1.2.9 Observaci6

1.2.10 Definicio

b) Cas general:
Sigui {A;, }nen C A tal que Q = O@l A, 1 pi(4y) = pa(4,) < oo, ¥n. Podem prendre

una mateixa familia per a les dues mesures, clarament. A més, la podem prendre disjunta:
si no ho és, la disjuntem (vegeu la demostracié de la Proposici6 1.1.17).
Per a cada n € N, definim

pin, (B) = ui(BNAy), Beo®@), i=12.

Es facil veure que p; 4, (i = 1,2, n € N) sén mesures. A més, sén finites, perque
Aplicant el cas preliminar anterior, obtenim 1 4, = p2,4,, V.

Finalment:
oo oo
@ _ (©)
M1 = E H1,A, = E H2,A,, = K2 -
n=1 n=1

1) Usant que B = EJ+01(B N A,,). Naturalment, ( > Mz‘,An)(B) vol dir Y 4, (B).
n= n=1 n=1
(Vegeu també el problema 1.5.)

Ens ocuparem ara de 'existencia de ’extensié. Després d’uns quants preliminars,
establirem el resultat d’existencia en el Teorema 1.2.12.

Sigui €2 un conjunt.
Una mesura exterior sobre P(£2) és una aplicacié

p:P(Q) — [0, +09]

tal que
1) w0 =0
2) p* és creixent: A C B = p*(A) < p*(B)
3) p* és numerablement subadditiva: {A,}, C P(Q) familia numerable = p*(U 4,,) <

;M*(An) :

Una mesura no és una mesura exterior, llevat que estigui definida sobre P(£2) i no sigui
identicament infinita.

Una mesura exterior no té perque ser una mesura. Pot fallar la o-additivitat, o fins i tot
ladditivitat finita.

Ens demanem si una mesura exterior pot convertir-se en una mesura al restringir-la
a una o-algebra més petita. Obviament, restringint-la a {0, 2} s’obté una mesura. Es
tracta de trobar la o-algebra més gran possible.

Sigui ) un conjunt.
Sigui p* una mesura exterior sobre P(€2).
Un conjunt A C  és p*-mesurable sii

VBeP(Q), u*(B)=u (ANB)+u*(A°NB) .

(La desigualtat contraria sempre es compleix, per la subadditivitat. Per tant, es pot
posar també una igualtat.)



18 Materials Aureli Alabert

1.2.11 1r Teorema de Carathéodory
Sigui Q un conjunt.
Sigui p* una mesura exterior sobre P(Q).
Notem per §,+ la colleccio de conjunts p*-mesurables.
Aleshores: §,~ és o-algebra i u‘*g ) €S una mesura.
w

Demostracio:
1) §,~ és algebra:

i) QeF, 7 Siperque p*(QNB) + p* (0N B) = p*(B), VB € P(Q) .
it) AeFy- = A°€F,+ 7 Evident.
ZZZ) Al,AQ c 3#* éAl UA2 c S#* ?
VB e P(Q), p'(B)=p"(BNAL)+p (BN AS)
=u*(BNAINAy)+p"(BNATNAS) + p* (BN AN As)
4 pf (BN AS N AS)
gu*((BmAlmAz)u(BmAlmAg)u(BmAfmAg))
+ pu* (BN AS N AS)
2 1 (BN (AU Ag)) + p* (BN (AU A)) .

M Apliquem la propietat de subadditivitat als tres primers sumands.

) Tenint en compte que el complementari de la unié és la interseccié de comple-
mentaris.

n n

2)VB € P(Q), V{Ar}}_; C F,» disjunts dos a dos, p* (BN (kul Ap)) = X W (BNAg) :
= k=1

Per induccié: Sin =1, és evident. Suposem-ho cert per n i veiem-ho per n + 1.

% n+1 1 « n+1 n « n+1 n c
w(BN (U A))E (B (U A) N (0 Ap)+pm(Bn (U Ax) 0 (0 A))
n+1
=u* (BN (kL:JlAk)) + 1 (BN Apy1) = Zu*(B N Ayg) .
k=1

D Pper 1), la uni6 finita d’elements de §,~ és de - .

3) - és o-algebra:
Sigui {Ay }nen C §,+ familia de conjunts disjunts dos a dos (si no ho sén, es disjunten).
Sigui B € P(Q).

w(B) = (B (D A) + 4 (BN (D A44)°)
(1)

w(BOA) + (BN (0 A

M- I1-

> w(BNA) +u (BN (U 4.

=
Il

1

Passant al limit en n i usant la subadditivitat numerable,

M8

p*(B) =Y @ (BN Ay) +p* (BN (k“’glAk)c) (1.2.2)

b
Il

1
> (B0 (3 40)+0 (B0 (T 4)°).

M) Per 2).
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4) ,ul*g _ ¢és o-additiva:

En la desigualtat (1.2.2), prenem B = kil Ap € Fp-

,u* U Ak ZH |
k=1

Suposem ara donada una funcié de conjunt p positiva o-additiva sobre una algebra.
En el teorema segiient escollim adequadament la mesura exterior p* per tal que Ml*g
"

sigui una mesura que estengui .

1.2.12 2n Teorema de Carathéodory

Sigui Q un conjunt.

Sigui A una algebra de P(2).

Sigui p: A — [0, +00] una funcid de conjunt o-additiva, p # +00.
Definim aplicacio

pr: P()
B

[0, +00]
inf 3 u(Ay)

oo
BC U A, n=1
n=1

{An}neNCg‘

(i.e. Uinfim es pren sobre tots els recobriments numerables {Ap}tnen C 2 de B).
Aleshores:

1) w* és una mesura exterior.
2) ACFpu-
3) miy =w-

Demostracio: Comencem per la tercera afirmacio.
3) Sigui B € 2. Sigui {A,}nen C 2 un recobriment numerable de B. Podem escriure

B= Ole(An N B).

n=1

u(B) = u( T (A, N B) %i (4.0 B) < 3 (A
n=1 n=1

Prenent infims sobre tots els recobriments possibles, obtenim u(B) < p*(B). Per altra
banda, p*(B) < u(B), perqué sempre podem recobrir B amb ell mateix.

()4 és numerablement subadditiva (Proposici6 1.1.17).
1)
i) p*(0)=07 Si. 0 es pot recobrir per ell mateix i u(@) = 0.

ii) p* és creixent?
Si By C By, tot recobriment numerable {A, }nen C 2 de By ho és de B;. Per tant,

p*(B1) = inf Zu inf > u(An) = p*(Ba) .
BIC U An n=1 BaC U Ap n=1

n=1
{A }nENCQ{ {A }neNCQ{
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1.2.13 Observacio

1.2.14 Definicio

iii) p* és numerablement subadditiva?
Sigui {Bp, }nen C P(£2). Fixem € > 0.
Per a cada n, sigui {Ay k }ken C 2 un recobriment numerable de B,, tal que

> (A ) < p*(Bn >+2—n
k=1

Llavors {A, k} ken és un recobriment numerable de U B,, per conjunts de 2 tal

neN n=1
que

Fent ¢ — 0, obtenim ,u*( Ole Bn) <Y pf(Bn) -
n= n=1
2) Sigui A € 2.
Fixem Be€ P(Q) i € > 0.
Sigui {4, }nen C A un recobriment numerable de B tal que

> (A <pt(B)+e. (1.2.3)
n=1
Tindrem també
[ee] o [ere] (2
Z :Z (A NA) + (A, N A9 = p*(BNA) +p*(BNAS) . (1.2.4)

Ajuntant (1.2.3) i (1.2.4), i fent € — 0, obtenim
p'(B) z p(BNA)+p*(BNA) .

M 1 és additiva sobre ’algebra 2.

) {A,NA}pen 1 {An N A%}, en s6n recobriments de BN A 1 BN A€, respectivament.
Estem usant la definicié de p*.

El Teorema 1.2.12 ens diu que si p és o-additiva sobre ’algebra 2, u s’estén a una mesura
sobre una certa o-algebra §,-. Aquesta o-algebra conté, naturalment, o(2(), la generada
per 2.

Pregunta: §,- = oc(2A) ? Resposta: NO, en general.

Es a dir: Si pretenfem obtenir una mesura sobre o(2l), “ens hem passat de llarg”. Ara
bé, per quedar-nos amb o(2) cal només restringir-hi la mesura obtinguda. El Teorema
1.2.7 ens assegura que si la funcié de conjunt p és o-finita, Pextensié a o(2A) és dnica.

Malgrat que, en general, o(2) & §,+, la relacié entre aquestes dues o-algebres és
molt simple. S’estableix en el Teorema 1.2.16.

Sigui (€2, §, ;) un espai de mesura.

Sigui N € P(Q).

Diem que N és negligible si existeix A € § tal que N C A i p(A) =0.

Diem que (€,§,u) és complet si tots els conjunts negligibles sén mesurables (i.e. N
negligible = N € §.)
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1.2.15 Definici6—Proposicié

1.2.16 Teorema

Sigui (€2, §, 1) un espai de mesura.

Definim §:= {AUN : A€ §, N negligible}.

Definim la funcié de conjunt
fi: § ——— [0, +o]
AUN w(A)

Aleshores: (£2,3, /1) és un espai de mesura complet i s’anomena la complecié de (2, , 11).

Demostracid: Es deixa com a exercici (vegeu el Problema 1.16.)

Sigui ) un conjunt.

Sigui A una algebra de P(L).

Sigui p: A — [0, +00] o-additiva i o-finita.

Aleshores: L’espat de mesura (0, § =, 1*) €s la complecid de (2, 0(A), p*). (Seguint les
notacions dels Teoremes de Carathéodory. S’entén que u* és la mesura exterior definida
en el 2n Teorema de Carathéodory, restringida a la o-algebra corresponent.)

Demostracio:

1) (92,8 =, 1*) és complet:

Sigui N € P(Q) negligible.

Sigui A € §,- tal que N C A i p*(A) =0.
Sigui B € P(Q).

1) 1)
W(BON) < ' (N) < pf(A) =0 =
(1)
p'(B) Z p"(BNN)=p*(BOAN)+p*(BNN®) = N €Fp- .

() Per la monotonia de la mesura exterior. Recordem que p* esta definida per a tot
element de P(Q).
2)VBeP(Q),dJAeco(@): BCA i p*(B)=pu*(A):
Per a cada n € N sigui {4, 1 }ren C 2 un recobriment numerable de B tal que

(1.2.5)

n .

> 1
k=1

Prenem A := Oﬁl (ktJo An_k) € o(2). Llavors,
n= =1 ’

. SO L, oo @ 1
Vn, p*(B) < p*(A)<p (kL:JIAn,k) SH(B)+ .

Fent n — oo, obtenim p*(B) = pu*(A).

() Per la monotonia de la mesura exterior.

) Per la subadditivitat de la mesura exterior i (1.2.5).
3) T ={AUN: Aeco(X), N negligible} :
La inclusié (D) és evident, perque §,- conté els negligibles i o(A) C §,+. Veurem la
inclusi6 contraria.

i) Cas preliminar: Suposem que p és finita.
Sigui B € §,-. Pel pas 2), existeix A € () talque B C A i p*(B) = p*(A) < +o0,
= p*(A—B)=0= A— Bésnegligible =3Z€cocR): A-BCZ i p*(Z)=0.

Definim N := B — (A — Z) € Z,= N negligible.
Tindrem que B = (B — N) U N, amb N negligible i B — N 5 o(2A).

() Es aconsellable fer un dibuix per veure clara aquesta relacio.
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1.2.17 Proposicié
Sigui & una semialgebra de P(§2).
L’algebra a(&) és la colleccié d’unions finites i disjuntes dos a dos de conjunts de &.

) B— N = A—Z (facil, i amb un dibuix encara més), i 4,Z € o(A) = A—Z €
o(2).

ii) Cas general:

Si B € §,-, B és descompon com B = U B, amb B, € §,+ i p* (B, )(<1)+oo

Per a cadan € N, B, = (B, — N,,) U Nn, amb N,, conjunt negligible construit com
en el cas preliminar ).
Llavors,

B=(U(B.-N))U( TN,

n=1 n=1

on U (B —N,)eo®) i U N, és negligible (és evident que la unié numerable

de neghglbles és negligible, pel fet que la unié numerable de conjunts de mesura zero
té mesura zero, gracies a la o-additivitat).

M) Donat que p és o-finita sobre 2, es té Q = odl Ay, amb p*(A4,) = p(4,) < +oo,
n=

per certs A,, € A. Llavors, B = <EJol(B NA,), amb u*(BNA,) < +00. Prenem
n=
B,=BNA, o

Anirem més lluny reduint la colleccié de conjunts sobre els que cal especificar una

mesura per tal de tenir-la determinada. Concretament, veurem que és suficient fer-ho
sobre una semialgebra.

En primer lloc caracteritzarem de manera molt senzilla els elements de 'algebra

generada per una semialgebra. Malauradament, no existeix un resultat analeg per a la
o-algebra generada.

Demostracié: Sigui &Y la colleccié dunions finites i disjuntes dos a dos d’elements de
S. Clarament, & C GY C a(8), puix que a(&) és estable per unions finites.

Per tant, és suficient veure que G" és una algebra.

1)Pe &Y ? Evident, perque § € G.

2)AABeGY=ANBeG"?

A=A ¥---WA, amb A,..., A, €6
B=ByW---WhB,, amb By,...,B,, € 6

ANB=(A18--8A)N(B1Y---¥B,) = B U (405 g ev.
B

M) Tenint en compte que 4,NB; € & .

3)AeBY= A€ @Y7

A=A W WA, amb Ay,..., A, €6, =
A°=ASO---NAS, amb AS,... A € &Y.

GV és estable per interseccions finites, segons hem vist en 2). Per tant, A¢ € GY.

1) Per la condicié 3) de la Definicié 1.1.21.
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1.2.18 Teorema
Sigui & una semialgebra de P().
Sigui p: & — [0, +00] additiva.
Aleshores:

1) Exzisteiz una unica extensid de p additiva sobre a(S).
2a) Si, a més, p és o-additiva sobre &, també ho serd l'extensid sobre a(S).

2b) Si, a més, u és o-finita sobre &, també ho sera lextensid sobre a(S).

Demostracio:
1) Sigui A € a(6). Siguin Aq,..., A, € G talsque A = AW --WA, (Proposici6 1.2.17).
Definim .
p(A) == p(A;) (1.2.6)
i=1

(estem utilitzant el mateix simbol p per a lextensié i per a la funcié original). Observeu
que I'additivitat és necessaria perque tingui sentit aquesta definicié.

1) La definici6 és consistent:
SiA=A1¢-- WA, =B Y- B,

> (A = Zu((Ai NBi) W4 (4;NBy))
= zn:iﬂ(Al N B;)
i=1 j=1

M Aqui estem aplicant la definici6 de p (1.2.6). Els conjunts de la forma A; N B;
son de G.

i1) p és additiva sobre a(&):
SiA,Bea(S),ANB=0,ambA=A1---WA,, B=B1W---WB,, (4;,B; € 6),
wAUB) =p(A1 W - WA, WB W---WB,y,)
2 N’(Al) + "'+M(A7L) +ILL(B1) + "'+M(Bm)
U (A) + p(B) .

1) Definicié de p (1.2.6).

ii) Es la tinica extensié additiva:
Sigui v una extensié additiva de p a a(6).
Sigui A € a(6),amb A=A, W-- WA, 4,€6.

v(A) =v(A W W A) B w(A) 2 u(A) = pu(A)

1 i=1

n n

(2

1) Ha de ser additiva.

) Ha de coincidir amb 1 sobre G.
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2a) Sigui {A,}, C a(6) una familia numerable de conjunts disjunts dos a dos tal que
A:=UA, €a(6).

. . m Mmp
Per a cada n, sigui {B}}};:"; C & tal que 4,, = i B} .

Sigui {C;}7, C & tal que A = '@1 C; .
&

Llavors:
() 2 u(C) =D n( B (CjnA)
j=1 j=1
=D n( 8 W(CNBY) 2D DY wCn B2 Y n(An)
j=1 j=1n=1k=1 n=1

1) Definici6 de p (1.2.6).
@) Usem que els conjunts C; N B} sén de &, que la seva unié també, i la o-additivitat

de u sobre G.
) L'ordre de sumacié es pot intercanviar sense problemes perque estem tractant amb
séries de termes positius. Altre cop s’aplica la definici6 de p (1.2.6).

2b) Serveix la mateixa descomposicié §2 = (EJol A, A, € 6, u(A,) < 400, dones & C
n=
G(G) O
Resumint el que hem vist en aquest apartat:
Si p és una funcié de conjunt positiva o-additiva sobre una semialgebra G, u es pot
estendre a una mesura sobre o (&), la o-algebra generada per & (Teoremes 1.2.12, 1.2.18,

i Observaci6 1.2.13, més el fet trivial que o(a(6)) = o(6) .)
Si, a més, p és o-finita, només hi ha una extensié possible (Teoremes 1.2.7, 1.2.18).

1.2.19 Exemples (importants)
1) Considerem en R la semialgebra (vegeu Exemple 1.1.23)

S :={Ja,b], |—00,b], la,+oc[, 0, R : a<beR}.

Resulta que 0(6) = B(R). Veiem-ho:

>
) (&) conté tots els intervals Ja,b] &
o(&) conté tots els intervals Ja, b] 2
o(6) conté tots els oberts de R =
0(6) D o(oberts de R) =: B(R) .
@ Ja,b= U Ja,b—1].
) Tot obert de R és unié numerable d’intervals oberts acotats.
Q)

B(R) conté tots els oberts =

B(R) conté tots els intervals oberts =

B(R) conté tots els intervals oberts i els |a, b] (inclos a = —o0) =
(&) C B(R) .

@ Ja,b) = A Jab+ A
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Per tant, especificar una funcié de conjunt positiva o-additiva i o-finita sobre els intervals
de R (o simplement sobre els intervals de la forma dels de &) equival a especificar una
mesura sobre (R, B(R)).

Encara més: Es comprova facilment que la colleccié J := {]a,b] : a,b € R}, que no és
una semialgebra, compleix o(J) = B(R), i es pot demostrar (vegeu I’Apartat 1.3) que
una funcié de conjunt positiva o-additiva i o-finita sobre J s’estén de manera tnica a &
i per tant determina una mesura sobre (R, B(R)).

De fet, seguint el procediment dels Teoremes de Carathéodory, el que obtenim és un espai
de mesura (R, B(R), ), complecié de (R, B(R), ). A cops pot anar bé treballar amb la
complecid, per raons técniques, perd moltes vegades (sempre, en aquest text) és suficient
considerar la o-algebra B(R), que esta ben relacionada amb la topologia de R.

2) En particular: Imposem que la mesura d’un interval sigui igual a la seva longitud,

]
]—o0
]a,—l—oo[) +00
):O

)=

i obtindrem, seguint els teoremes de Carathéodory, la mesura de Lebesgue A en (R, £(R))
(vegeu 'Exemple 1.1.8, 3).) L’espai de mesura (R, £(R), \) és per tant la complecié de
(R,B(R), A), i la relaci6é que hi ha entre els mesurables-Lebesgue i els borelians és:

(
(
(
(
wR

AcgR)e A=BUN, BeB(R), NCZecB(R)ambA(Z)=0.

3) Més en general: Donat un espai topologic (€2,7), hom pot considerar sempre la o-
algebra generada per 7 (els oberts). Llavors (2, 0(7)) és un espai mesurable, ben relaci-
onat amb la topologia subjacent. o(7) s’anomena la o-algebra de Borel de (€, T).

1.3 Mesures a R

1.3.1 Observacié

1.3.2 Teorema

Estudiarem en aquest apartat el cas particular important de ’espai mesurable (R, B(R)).
Sabem que per a obtenir una mesura en aquest espai és suficient especificar-la sobre
els conjunts de la semialgebra

S = {la,b], ]—00,b], Ja,+oo[, 0, R : a<beR}. (1.3.1)

Pero en realitat n’hi ha prou de fer-ho sobre la colleccié dels intervals semioberts acotats
J:={]a,b] : a<beR} Aixd és el que estableix el Corollari 1.3.3, que és conseqiiencia
del Teorema 1.3.2 i els resultats generals de determinacié de mesures de 1’Apartat 1.2.

Si pu: T — [0, 4+00] és una funcié de conjunt positiva additiva, les propietats 1), 2), 3) i
4) de la Proposicié 1.1.17, enunciades per a algebres, sén certes per a J, amb lleugeres
precisions a l'enunciat. (Vegeu el Problema 1.12, i compareu amb 1’Observacié 1.1.24 i
el Problema 1.11.)

Sigui I = {]a,b] : a<beR} CPR).
Sigui & la semialgebra de (1.3.1).
Sigui p: I — [0, +00] o-additiva.
Aleshores:
1) Exzisteiz una unica extensid de p o-additiva sobre &.

2) Si, a més, u és o-finita, l'extensid és o-finita.
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1.3.3 Corollari

1.3.4 Definicio6

1.3.5 Observaci6

1.3.6 Proposicio

Demostracio: -
1) Sigui A € 6. Clarament, A = Lﬂl I, per certs I, € 7J.
n=

Definim

n(A) = ZU(IH) .
n=1

Es demostra que la definicié de p és consistent, que I'extensié és o-additiva i que és I'tinica
possible extensié o-additiva, seguint les mateixes idees de la demostracié del Teorema
1.2.18. La diferencia és que certes sumes finites sén infinites en aquest cas, pero aixo no
aporta cap dificultat addicional. Els detalls es deixen al lector.

2)R = fjl I, per certs I, € 3 C &, amb p(I,) < 400, Vn. Per tant, p és o-finita també
n=

sobre &.

Una funcié de conjunt p:J — [0,400] o-additiva i o-finita determina una mesura en
(R,B(R)). o

Aix0 ja és un gran estalvi, pero veurem que encara es poden especificar certes mesures
de manera molt més senzilla.

Una funcié de distribucio és una aplicacié F:R — R creixent i continua a la dreta:

r<y=Fx)<F(y) i lim F(z)=Fl(a).

rz—at

Es conseqiiéncia facil de la monotonia que una funcié de distribucié sempre té limits
laterals en tot punt i en els infinits (aquests ultims poden ser infinits):

lim F(z) eR, lim F(z)eR,

z—at T—a~
lir+n F(z) e RU{+oc}, lim F(z) e RU{—o0}.

Sigui F:R — R una funcio de distribucio.
Definim

p: J———— [0, 400

Ja, b} ——— F(b) — F(a)
Aleshores: 1 és una funcié de conjunt positiva o-additiva i o-finita sobre J.

Demostracio:

1) p és positiva:

Evidentment, p(]a,b]) = F(b) — F(a) > 0, perque F' és creixent.

2) u és additiva:

Sigui {I,}"-y C J tal que nTE'riI I, el

Notem I, = |ay, by], I = ]a,b]. Reordenant si cal els intervals I,,, tindrem

a:algblzaggbgzaggbg ...... bm_lzamgbm:b.
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Llavors,
S wlIn) = 3 F(ba) ~ Flan) = F(b) — F(a) = (1)

3) u és o-additiva:
Sigui {I, }neN C J una familia infinita numerable d’intervals disjunts dos a dos tal que

U I, =1¢€73. Notem I, = Jan, b,], I =]a,b].
Agafem els m primers intervals. Podem suposar que
a\al\bl\a2\b2\"'<am<bm<b

(si no, els reordenem).

ZN = Z F(bn) — F(an))
S (Fbn) — Flan) + 3 (Flanss) — F(ba)) = F(bm) — Flan)
n=1 n=1

Aixod val per a cada m. Fent m — oo, obtenim Z w(l,) < p(l) .

Per veure la desigualtat contraria, demostrarem prlmer el lema segiient:
Lema. VI € 3, Ve > 0, 3J, Jo € J tals que:

CL) jl clcC J2 .
b) pl) —p(Jr) <e i p(J2) —p(l) <e.
Demostracié: Usant la continuitat a la dreta de F, si I = ]a,b], només cal prendre

Jy=1a',b] i Jo=]a,b],amba<da, F(a)— F(a)<e, 1 b<bV,F¥)-F(b)<e p
Fixem ¢ > 0. B
Sigui Jy € Jtal que Jy C I i pu(l)—p(hr) <e
.. ~ o . €
Per a cada n € N, sigui Ja,, € Ttal que I, CJ2, 1 p(Jan) — p(ln) < o
Clarament, {j 2.n }neN 68 un recobriment obert del compacte Ji. Per tant, existeix un

o
subrecobriment finit {Jo,}n" ;. Llavors,

(2) m (3) U
wI) < u) +e < p( U Jop) +6< Y ulJan) +e
- n=1
IIIARS SENTED NISEES
n=1 n=1 n=1

o0
Fent € — 0, obtenim pu(I) < > p(ly,) .

4) 1 és o-finita: Es evident, perque F(b) — F(a) € R, Va,b. De fet, u pren valors a
[0, +o00].
() F és creixent.

— [e]
) Per 1a Observacié 1.3.1, p és monotona. Tenim les inclusions J; C J1 C 61 Jon C
n=

U J2.n, 1 només falta comprovar que U Jon €7

n=1
Podem suposar que .J; ﬂJgﬁn #0,Yn=1,...,m. Si aix0 no es compleix per algun
n, el podem treure del recobriment. Per tant, tindrem també Jq N Ja, # 0. Aix0,

juntament amb el fet J C 81 Jan 1 que Jo,, €T, Vn, impliquen que 81 Jon €73J
n= n=

() Per la propietat de subadditivitat (vegeu I'Observacié 1.3.1).
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1.3.7 Corol'lari

1.3.8 Definicié

1.3.9 Exemples

Una funcid de distribucié determina una mesura p en (R, B(R)) mitjancant la férmula
n(la, b)) = F(b) = F(a) o

Hem obtingut un gran guany: En lloc de donar una funcié de conjunt, és suficient
donar una “funcié de punt”.

La pregunta natural subseqiient és: Tota mesura sobre (R,B(R)) es pot obtenir a
partir d’una funcié de distribucié mitjancant la férmula u(]a,b]) = F(b) — F(a) ? La
resposta és: No, pero gairebé.

Observeu que les mesures construides d’aquesta manera donen mesura finita a tot
interval acotat. Veurem que sén precisament aquestes les que es poden determinar amb
funcions de distribucié. Una amplia classe de mesures interessants, en particular totes
les mesures finites i per tant les probabilitats, compleixen ’esmentada propietat. Les hi
donem un nom a la definici6 segiient.

Una mesura de Lebesgue—Stieljes és una mesura g en (R, B(R)) tal que

VA € B(R) acotat, pu(A4) < +oo .

1) La mesura de Lebesgue:
Ve determinada per la funcié de distribucié F(z) = z. En efecte,

Ma,b]) = F(b) = F(a) =b—a,

que coincideix amb la definicié que n’hem donat als Exemples 1.2.19.

2) La probabilitat anomenada Llei Normal centrada i reduida (abreviadament, llei
N(0,1)):
Ve determinada per la funcié de distribucio

S| 2
F(ac)z/ eV 2dy .

oo V2T

(Aquesta integral es pot entendre en el sentit de la integracié impropia de Riemann,
per exemple.)
La probabilitat d’un interval acotat ]a, b] sera

eV’ /2 dy .

b
u(la,b]) = F(b) — F(a) = /

2

3) La probabilitat anomenada Delta de Dirac en a € R:
Ve donada per la funcié de distribucié

1, siz>a

Fo) = {

0, siz<a.
La notacié habitual és d,. Es té, per a qualsevol A € B(R),

1, sia€ A

6G(A):{O, siadg A .
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1.3.10 Proposicié

1.3.11 Observacio

1.3.12 Definicio

1.3.13 Definicio

1.3.14 Proposicié

Sigui p una mesura de Lebesgue—Stieljes.
Aleshores:

1) Euisteiz una funcid de distribucié F' tal que
Va<b €R, F()—F(a)=p(a,b]) . (1.3.2)

2) Si Fy i Fy son funcions de distribucié complint (1.3.2), aleshores Fy — Fy = ¢, per
alguna constant c € R.

Demostracio:
1) Assignem a F(0) qualsevol valor arbitrari. Definim

F(z) = { F(0) + p(]0,2]), siz>0

F(O) - /1,(]1'7 OD, siz<O. (133)

1) F és funcié de distribucié:
Es clarament creixent. Veiem la continuitat a la dreta: Si b > 0,

lim F(x) = F(0) + Tim (0, a]) £ F(0) + u(0,8)) = F(B)

z—bt
Sib < 0, es fa analogament.
) Aqui estem utilitzant la caracteritzacié de la o-additivitat per successions de-
creixents (vegeu la Proposicié 1.1.18), combinada amb la caracteritzacié de limit
d’una funcié en un punt mitjancant successions.

i) F compleix (1.3.2): Es immediat.

2) Siguin Fy i F; tals que Fi(b) — Fi(a) = p(]a, b)) = Fa(b) — Fa(a), Va <b € R.
Fixem a € R. Per z > q, tindrem Fy(z) = Fi(x) + (F2(a) — Fi(a)). La mateixa expressié
s’obté per x < a. Per tant, F} i Fy difereixen en la constant ¢ = Fy(a) — Fi(a) .

A partir de la férmula (1.3.2) es poden trobar facilment les mesures d’altres tipus
d’intervals en termes de la funcié de distribucié (vegeu el Problema 1.20).
En particular,

u({z}) = F(a) - F(a™) . (13.4)

Una funcié F:R — R complint (1.3.2) es diu que és una funcié de distribucié de la
mesura p.

Si p és una probabilitat sobre (R, B (R)), s’individualitza una funcié de distribucié par-
ticular, definida com
F(z) = /J(}—OO,(E]) , T€R,

i només a aquesta se ’anomena la funcié de distribucié de la probabilitat u. g

No hi ha res profund a prendre la funcié de distribucié d’una probabilitat tal com
I’acabem de definir. Es una qiiestié de conveni. Hem de comprovar, perd, que la nomen-
clatura és coherent; o sigui, que és de debo una funcié de distribuci6é. Aix0 forma part
de la proposicié segiient.

Sigui p una probabilitat en (R, B(R)).
Sigui F:R — R la funcié definida per F(z) := pu(]—oo,z]) .

Aleshores:

1) F és una funcid de distribucid de .
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1.3.15 Definicio

1.3.16 Definicio

1.3.17 Proposicié

2) lim F(z)=0.

r——00

3) lim F(x)=1.

r— 400
Demostracio:

1) F és creixent per la propietat de monotonia de les mesures, i continua a la dreta pel
mateix argument usat en la Proposicié 1.3.10. Finalment, si a < b, F(b) = p(]—o00,b]) =

p(]—00,al) + p(la, b]) = F(a) + p(a, b]).

2) lim F() = lim_p(-o0,2)) = u(l) =0
3) lim F(o) = lim_p(-oo.a) = u(®) =1. o

Sigui ¢ una mesura de Lebesgue—Stieljes.
1 és una mesura discreta sii és de la forma

n= Zpi(sa,- y

icl

on [ és un conjunt numerable, d,, sén deltes de Dirac en els punts a; € R, i p; > 0,

Viel.

Usant (1.3.3), trobem que les funcions de distribucié d’una mesura discreta sén de la

forma )

c+ > pi, siz>=0
{i: O<a;<z}

c— > pi, siz<O0,
{i: 2<a;<0}

Flz) = (1.3.5)

amb ¢ una constant qualsevol. Una funcié de la forma (1.3.5) s’anomena una funcié de
salts. (Fent un dibuix queda clar perque.)

Si > p; =1, aleshores u és una probabilitat discreta.
=

Si p és una probabilitat discreta, la seva funcié de distribucié es pot expressar com

Fa)=pl-o0a)= 3 pi.

{i: a; <z}

1 modela una experiéncia aleatoria en la qual s’obtenen els resultats a; amb probabilitat
p;.

Advertencia sobre nomenclatura: Que una mesura sigui discreta no vol dir que
{a; : i € I} sigui un conjunt discret de R (en el sentit topologic). Donat que tot conjunt
discret de R és numerable, el reciproc si que és cert.

Per acabar, definirem un segon tipus de mesura, en cert sentit “complementari” de
I’anterior.

Sigui p una mesura de Lebesgue—Stieljes.

w és una mesura continua sii Vo € R, pu({z}) = 0.

(A la vista de la relacié (1.3.4), és clar que si F' és una funcié de distribucié de p, aleshores
p és continua < F és continua.)

Tota mesura de Lebesgue—Stieljes es descompon de forma inica en suma d’una mesura
continua t© una mesura discreta.

Demostracio: Demostrarem previament el lema segiient, que té interes en si mateix.
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Lema. Si F:R — R és una funcié monotona, aleshores el conjunt de punts de discon-
tinuitat de F' és numerable.

Demostracid: Sigui {I,, }nen una familia numerable d’intervals acotats de R tal que R =
U1,

n=1

Sigui Sy, €l conjunt de punts de discontinuitat amb salt d’amplitud més gran que % de
Fen I,.

La monotonia implica que F' és acotada en cada interval acotat. Per tant, Sy, ,,, és finit.

El conjunt de punts de discontinuitat de F' és U NS"’m’ i doncs numerable.
n,me

Sigui p una mesura de Lebesgue—Stieljes i sigui F' una funcié de distribucié de p.
Considerem el conjunt numerable S := {y € R: F és discontinua en y}.
Definim la funcié

X (Fly)-F), sizz0

yeSs
o<y<z

— Ze:s (Fly)y—F(y™)), siz<0.
r<y<0

Fy(z) =

F,; és una funcié de salts amb mesura discreta associada
pa=>_ u({y})d, .
yeSs

Definim g, := p — 114, que és una mesura continua: Es veu facilment que és una mesura,
i la continuitat ve del fet que, tant si p({z}) = 0 com si no,

pe({z}) = p{z}) — pa({z}) =0 .

Per tant, u = pu. + g és la descomposicié buscada.

1.4 Problemes

1.1

1.2

1.3

Es defineix la o-algebra generada per una colleccié de conjunts € C P(Q2) com la
interseccié de totes les o-algebres que contenen €. Perque la definicié tingui sentit cal
comprovar (comproveu-ho) que:

a) Hi ha almenys una o-algebra que conté €.

b) La interseccié d’una familia arbitraria de o-algebres és o-algebra.

Sigui (€2,§) un espai mesurable. La mesura comptadora sobre (2, ) es defineix com
{ card A, si A és finit

+00, en cas contrari.

wA) =

a) Comproveu que és efectivament una mesura.
b) Demostreu que, en canvi, la funci6é de conjunt sobre § definida per

0, si A és finit
) = {

400, en cas contrari.
no és en general una mesura.

Sigui 2 un conjunt numerable.

Associem a cada w € Q un nombre p,, > 0 de forma que > p, = 1.
we
Definim, per a cada A € P(Q),

w(A) = E::pw~

w€eA

Comproveu que (2, P(Q), 1) és un espai de probabilitat.
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1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

Sigui (2, §) un espai mesurable. Sigui w € Q fixat.
Definim, per a cada A € §,

1, siwe A
0,(A) = .

0, siwée A .
a) Comproveu que ¢, és una probabilitat en (£2,§). Aquesta probabilitat s’anomena
delta de Dirac en el punt w i modela un experiment aleatori en que el resultat w es
produeix segur.

b) Comproveu que la probabilitat definida en el problema 1.3 es pot posar en termes
de deltes de Dirac.

Es pot definir de manera natural la suma i el producte per escalars de funcions de
conjunt positives definides sobre la mateixa colleccié de conjunts &:

(1 + p2)(A) = pa(A) + p2(A)
(p1)(A) == a - pa(A) .

No hi ha cap problema tampoc per definir la suma infinita com a limit de sumes parcials,
perque tots els sumands seran positius.
Sigui § una o-algebra. Demostreu que:
a) Si p1 i pe sén dues mesures sobre § 1 a i 8 s6n nombres reals positius, aleshores
a1 + Bus és una mesura.
b) Si {ptn }nen és una successié creixent de mesures sobre § (i.e. VA mesurable, Vn € N,
tn(A) < pnt1(A)), aleshores sup p,, és una mesura.

n

oo
¢) Si {pin }nen és una successié de mesures sobre §, aleshores > i, és una mesura.
n=1

Mitjancant la mesura de Lebesgue en R, construiu un contraexemple que confirmi que
la condicié
dng e N: p(A4p,) < o©

no és superflua per tal que es pugui afirmar que si p és una mesura i {4, }nen és una
successio decreixent de conjunts mesurables, llavors

w(An) N\ M(nFjl An) .

Sigui € C P(Q) tal que 0 € €.
Sigui p: € — [0, +00] una funcié de conjunt positiva additiva.
Demostreu que si p # 400 (és a dir, en tots els casos interessants), aleshores p(()) = 0.

Tota o-algebra és una algebra, i tota algebra és una semialgebra (immediat, a partir de
les definicions). Els reciprocs sén falsos. Proveu, per exemple, que:

a) Si © és un conjunt infinit (numerable, si es vol), la colleccié dels conjunts A C 2 que
s6n finits o el seu complementari és finit és una algebra pero no una o-algebra.

b)Si A, B, C sén tres conjunts disjunts tals que AUBUC = €, la colleccié {0, A, B, C,Q}
és una semialgebra de P(Q2), perd no una algebra.

FEspais mesurables finits. Un espai mesurable (2, §) es diu que és finit si § és un con-
junt finit. (Quan es parla d’espai de mesura finit o d’espai de probabilitat finit es fa
referéncia a que l'espai mesurable de base és un espai mesurable finit.)

Una particié de €) és una collecci6 finita B,..., B, de subconjunts disjunts no buits
de Q tals que BiW---W B,, = .

a) Demostreu que tot element de la o-algebra generada per una particié de € és, o bé el
buit, o bé unié finita de conjunts de la particié. Concloeu que: La o-algebra i ’algebra
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1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

generades per una particié coincideixen i donen lloc a un espai mesurable finit. Quants
conjunts mesurables hi ha ?

b) Reciprocament, demostreu que si (€2,§) és un espai mesurable finit, llavors § és
Palgebra generada per una particié de Q (trobeu explicitament la particié.) En con-
clusié, per especificar un espai mesurable finit és suficient donar una particié de €.

a) Considereu 2 = R. La colleccié de conjunts formada pels intervals dels tipus ]a, b]
(amb a < b € R), |—00,b], ]a,+o0], el propi R i el conjunt buit és una semialgebra de
P(R) (que no és una algebra).

b) Generalitzem-ho a R™. Els intervals de R", també anomenats rectangles, sén per
definicié els productes cartesians d’intervals de R. Comproveu que la colleccié de con-
junts formada pels intervals de la forma |a,b;] X -+ X Jap,by], amb a; € RU {—o0},
b; € RU {400}, i amb el conveni que ]a;, +o0] vol dir el mateix que ]a;, +00o[, és una
semialgebra de P(R™).

Demostreu el segiient analeg de la Proposicié 1.1.17 pel cas de semialgebres:
Sigui & una semialgebra de P ().
Sigui pu: & — [0, +00] una funcié de conjunt positiva additiva.
Aleshores:
1)A,Be6S, AUBeG = u(AUB)+ u(ANDB)=u(A)+ n(B) .
2) Monotonia:
VA,Be &, ACB= u(A)<uB).

3) Subadditivitat finita:

A, . A, €6, AiU---UA, €6 = pu(A1U---UA,) < pu(Ar) + -+ pu(4y) .

Suposem a més que u és o-additiva. Aleshores,
4) Subadditivitat numerable:

V{A,}, C & familia numerable, UA, € & = ,u( UAn) < Zu(An) .

n

Sigui J = {]a,b] : a < be R} C P(R) (s'entén que @) € J.) Demostreu que les propietats
enunciades al Problema 1.11 per a funcions de conjunt positives additives sobre una
semialgebra qualsevol & valen exactament igual per a la colleccié de conjunts J.
Indicacié: Adoneu-vos que si A, B € 7, aleshores sempre es t¢é AN B € J, i també
AN B¢ e, llevat que B C A, el que encara simplifica més les coses.

a) Sigui ¢: Q — [0, +o0] una aplicacié. Demostreu que p*(A) = sup ¢(w) defineix una
w€eA
mesura exterior sobre P(Q).

b) Definim sobre P(€2) I'aplicacié

. 0, si A és numerable
p(A) =

1, si A no és numerable.

Demostreu que p* és una mesura exterior i trobeu els conjunts p*-mesurables.

Una mesura exterior no és en general una mesura perque no té perque ser numerablement,
additiva. De fet, pot fins i tot no ser ni finitament additiva. Considereu:

veard A, si A és finit

+o0, en cas contrari.

)= {

essent 2 un conjunt infinit.
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1.15 Sigui € una colleccié qualsevol de subconjunts de 2. Demostreu que la semialgebra
generada per € consisteix en totes les possibles interseccions finites entre els elements
de:
{0, Q U{A:AeCo A° e} .
Comentari: Sabem que I'algebra generada per una semialgebra consisteix en totes les
possibles unions finites disjuntes d’elements de la semialgebra. Per tant, obtenim com
a corollari del problema una descripcié constructiva de ’algebra generada per una col-
leccié qualsevol de conjunts. Malauradament, no existeix tal descripcié constructiva de
la o-algebra generada.

1.16 Sigui (2,3, x) un espai de mesura. Es defineix I'espai (€2, §, 1) complecié de (€2, F, i)

posant B
§={AUN: A€eF, N negligible} i G(AUN)=_p(4).
Comproveu que la defincié i la nomenclatura tenen sentit:
a) § és una o-algebra.
b) i esta ben definida, és a dir, el valor i(A) no depen de la descomposicié particular
de A en uni6 d’un conjunt de § i un negligible.
¢) it és una mesura sobre § i i coincideix amb p sobre §.
d) Lespai de mesura (€, §, i) és complet.

1.17 Successions de conjunts (I). Sigui  un conjunt. Una successié de conjunts de €2 és
una aplicacié de N en P(Q2). Es representa amb la notacié habitual de les successions
numeriques: {4, }nen-

S’anomena Iimit inferior d’una successié de conjunts { A, }nen al conjunt
o0 o0
lim A,:= U N Ax.
"— 00 n=1k=n
S’anomena limit superior d’una successié de conjunts {A,, },en al conjunt
lim A, = Ao Ay
n— oo n=1k=n
a) Demostreu que el limit inferior d’una successié de conjunts {A, }nen és el conjunt
de w € Q que pertanyen a tots els A, a partir d’'un endavant, o equivalentment, esta
format pels w € Q que pertanyen a tots els A,, excepte potser un nombre finit d’ells.
b) Demostreu que el limit superior d’una successié de conjunts {A, },en és el conjunt
dels w € Q tals que per a cada ng es pot trobar un n > ng amb w € A, o equivalentment,
esta format pels w € (2 que pertanyen a infinits A,,.
¢) Concloeu que lim A, C lim A,.
n—00 n—oo
1.18 Successions de conjunts (I). Una successié de conjunts {A, freny C P(2) es diu que és

convergent sii lim A, = lim A,, i en tal cas el Iimit de la successi6 és el conjunt

—
n—oo n o0

lim A, := lim A, = lim A4, .
n—oo n?oo n—o0

a) Una successié de conjunts és monotona creixent sii Vn € N, A,, C A, 41. Es monotona
decreixent sii Vn € N, A, D Apyq.

Demostreu que tota successié de conjunts monotona (tan sigui creixent o decreixent) té
limit. Quin és en cada cas? (El resultat haura de fer coherent la definicié restringida
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1.19

1.20

1.21

1.22

de limit que hem vist a I’Apartat 1.1.)
b) Sigui { By, }nen una successié parcial de {A,, }nen.
Demostreu que
lim A, C lim B, C lim B, C lim A4, ,

— —
n—oo n—oo n o0 n o0

i que, per tant, { Ay }nen convergeix = {B,, }nen convergeix.
¢) Demostreu que o
(Im A4,)° = lim AS,

n—oo

d’on lim A, = A= lim A = A°¢
n—oo n—oo
d) Demostreu les relacions
lim (A, UB,) D ( lim A,)U ( lim B,)
lim (4, UB,) = ( lim A4,)U( lim B,)
lim (A, N B,) = ( lim A,)N ( lim B,)
lim (A, N B,) C ( lim A,)N ( lim B,)

i concloeu que, si lim A, = A i lim B, = B, aleshores lim (A, UB,)=AUB i

n—oo n—oo n—oo

lim (A, NB,)=ANB .

n—oo
Successions de conjunts (i III). Per a cadascuna de les successions de conjunts de P(R)
que segueixen, determineu els limits inferior i superior i, si existeix, el limit.
a)

4 {z:0<2z<1-1},
" {r: < <1y,

n

A2 :]71 1]; A3 :]717%}7

27

si n és imparell

si n és parell.

b) Ay :]71,1]3 Ay :}7i71]7 A5 :}7171},
Sigui p una mesura de Lebesgue-Stieljes sobre (R, B(R)). Sigui F una funcié de distri-
bucié de p. Sabem que, per definicié, u(la,b]) = F(b) — F(a), Va < b € R.

Demostreu que la mesura de tot interval de R (no necessariament de la forma ]a, b)) es
pot expressar facilment en termes de F'. Es a dir, trobeu una férmula per calcular la
mesura de cadascun dels intervals segiients:

la,b[, [a,b] (inclos el cas a =b), [a,b], |—o00,b], ]—00,b], [a,+o0[, Ja,+c], R.

Demostreu que existeixen funcions monotones F:R — R que sén continues en cada
nombre irracional i discontinues en cada nombre racional.

Idea: Comproveu que es pot construir una mesura de Lebesgue—Stieljes sobre (R, B(R))
tal que p({z}) # 0 si z és racional, i u({x}) = 0 si = és irracional.

Considereu la funcié de distribucié segiient:

0, siz<—1

Fla) = 1+, si—-1<z<0
2422, si0<z<?2
9, siz > 2

i sigui g la mesura que defineix sobre (R, B(R)).
a) Calculeu la mesura dels conjunts

{Q}a [_%’3[a }_1’0] U]1,2[7 [Oa%[U]LQ] ) {$:|£L'|+2(E2>1}.

b) Descomponeu p en suma d’una mesura discreta i una mesura continua.
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1.23 A primera vista pot semblar que els conceptes de mesura de Lebesgue—Stieljes i de
mesura o-finita en (R,B(R)) sén equivalents. Una de les implicacions és molt facil;
I’altra és falsa. Busqueu un contraexemple.
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2. Funcions mesurables i integracio

Sempre que tenim definida una mesura en un espai mesurable, podem construir una
integral relativa a ella. El procés que porta a la construccié de la integral de Lebesgue
(integral respecte la mesura de Lebesgue en R™) es pot reproduir semblantment per a
espais de mesura qualssevol. La teoria resultant també s’anomena Teoria de la Integral
de Lebesgue.

Suposarem sempre a partir d’ara que totes les mesures de qué parlem sén no trivials
(u# 0, p # +00), per evitar inutils distincions de casos.

2.1 Funcions mesurables

2.1.1 Definicié
Siguin (21,81), (Q2, F=2) espais mesurables.
Sigui X: €y — s una aplicacio.
X és una funcié mesurable respecte §1 i §o sii

VA € §o X‘l(A)e&.
Abreviem dient que X és (F1, F2)-mesurable.

2.1.2 Exercici
Si € C P(£22) és una colleccié de conjunts tal que o(€) = Fa, es suficient comprovar la
condicié

VAce, X YA)ed

per tal que X sigui (F1, F2)-mesurable.
Només cal observar que {4 € P(Q2) : X 1(A) € 1} és una o-algebra, i aixo es dedueix
de les propietats generals de les antiimatges d’una aplicacio.

2.1.3 Proposicié
Siguin (Q1,F1), (Q2,F2), (23,F3) espais mesurables.
Siguin X: Q1 — Qo 1 Y: Qs — Q3 funcions mesurables respecte les o-algebres corres-
ponents.
Aleshores, Y o X: Q1 — Q3 és (F1,83)-mesurable.

Demostracio:

AcF=>Y A e =YVoX) HA) =X Y1 A)eF .
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2.1.4 Definicidé

2.1.5 Observacio

2.1.6 Proposicié

Sigui 2 un conjunt.

Sigui {(E;, €;)}icr una familia arbitraria d’espais mesurables.

Sigui {X;: Q) — E;},cr una familia d’aplicacions.

S’anomena c-algebra generada per {X;}icr a la o-algebra de P(£2) més petita que fa
mesurables totes les aplicacions de la familia {X;};er -

La notarem o<{X; }icr> .

També se "anomena c-algebra inicial de la familia (observeu I’analogia amb la definicié
de topologia inicial.)

Clarament, també es pot definir la o-algebra inicial com la generada per la familia de
conjunts

(X7 N A) Y aces, ier -

Sigui 0 un conjunt.

Sigui {(Ey, ;) Yier una famiia arbitraria d’espais mesurables.
Sigui {X;:Q — F;}ier una famiia d’aplicacions.

Siguin (F,§) un altre espai mesurable, i una aplicacid Y: F — Q.

Aleshores:
Y és (§,0<{Xi}icr>)-mesurable <=

Viel, X;oY:F — E; és (§, €;)-mesurable.

(Recordeu que es ddna una situacid analoga amb funcions continues entre espais to-
pologics.)

Demostracio:

=) Per a cada i € I, X; és (0<{X,}icr>, & )-mesurable. Només cal aplicar que la
composicié de funcions mesurables és mesurable (Proposicié 2.1.3).

<) Segons I'Exercici 2.1.2, és suficient veure que Y ~1(A4) € F, per a tot A d'una col-
leccié de conjunts que generi o<{X;};cr> .
Usant I’Observacié 2.1.5, si A; € &;,

Y XN A)) = (XioY) N (A) €T o

K2

A partir d’aqui, ens interessa estudiar especialment el cas de les funcions numeriques,
és a dir, les que prenen valors a R, a R := RU {—oco} U {+cc}, 0 a C.

En el cas de R, prendrem (R,B(R)) com a espai mesurable. Quin espai agafem en
el cas de R? Anem a precisar totes les estructures que considerarem en R:

a) Conjunt: Afegim a R dos simbols, —oco (‘menys infinit’) i +oo (‘més infinit’):
R=RU{-o0} U {+oc}

(de vegades, +00 es nota simplement co.)
b) Estructura d’ordre:

i) Ya,b€ER, a<benRsiia<benR.
i) Va e R, —oo<a<+00.
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¢) Estructura topologica: Podem descriure-la especificant els entorns de cada punt:

i) Entorns de —oo: Les semirectes [—00,a[ (a € R) i tot conjunt que en contingui.

ii) Entorns de +o00: Les semirectes ]a, +00] (a € R) i tot conjunt que en contingui.

iii) Entorns de a € R: Els que ho siguin de a en R i tot conjunt que en contingui.
Amb aquesta topologia, R és un espai topologic compacte.

d) Estructura aritmeética: Totes les operacions entre nombres reals donen el mateix
resultat que en R. Pels demés casos:

+) a+(+00) =400, a+(-00)=-00, VaeR
(+00) + (+00) = +00,  (=00) 4 (—00) = —00
i és commutativa.
—) a—b=a+ (—1)b, si la operacié resultant esta definida.
x) a-(+o0) =400, a-(-00)=-00, sil0<a<+oo
a-(+o0)=—-00, a-(—0)=+400, si—-oco<a<0
0:(+00) =0-(—00) =0

i es commutativa.
a a

+) —=—=0, VaeR

+00 —00
Tota operacié que no es dedueixi d’aquestes no esta definida. En particular, R no és
un cos. Totes les operacions coincideixen amb la tipica aritmetica de limits, excepte

que aqui hi afegim el producte entre 0 i els infinits, que es defineix com 0.

e) Estructura mesurable: Com a o-algebra en R hi posem els borelians, ie. la o-
algebra generada pels oberts de R. La notarem B(R). Es pot veure facilment que

els elements de B(R) sén d’alguna de les formes
B, BU{-x}, BU{+c}, BU{-00,+o0},

amb B € B(R).

El cas de C no té cap dificultat especial, perque conjuntisticament C no és més que
R2. La seva topologia natural és ’habitual de R?, i com a o-algebra prendrem la dels
borelians de R2. En C no hi considerem cap estructura d’ordre. La seva aritmetica se
suposa coneguda del lector.

2.1.7 Definicio
Sigui (€2, §) un espai mesurable.
Una funcié X:Q — R (o R) es diu Borel-mesurable, o simplement mesurable, sii és
(3, B(R))-mesurable (respectivament, (F,B(R))-mesurable.)

2.1.8 Observacié
Tota funcié mesurable X: ) — R és també mesurable considerada com a funcié X: ) —
R. Reciprocament, si X:{ — R és mesurable i la imatge de X esta continguda en R,
també és mesurable considerada com a funcié X:{) — R.
Aquestes afirmacions sén conseqiiencia facil de la caracteritzacié de B(R) en termes de
B(R) que acabem de veure. g

Gracies a l’observacié anterior, sera suficient establir només per a funcions mesura-
bles X:{ — R propietats i conceptes valids també en el cas real.

2.1.9 Proposicié
Sigui (2,F) un espai mesurable.
Sigui X:Q — R .
Aleshores, X és mesurable & {w e Q: X(w)<b}€F, VbeR
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Demostracid: La implicacié =) és evident. Si comprovem que la colleccié d’intervals
€ = {[—00,b] : be R} generen B(R), obtindrem <), gracies a ’Exercici 2.1.2.
A partir dels intervals de la forma [—o0, b], obtenim successivament

la,b] = [-00,b] — [-00,a] , Va<beR
|—00,b] = fjl]—n,b], Vb eR

]a7+oo[ =

HC8

la,n], VaeR

n=
R =]—o00,a]U]a,+o0[, amb a € R qualsevol

() = interseccié de dos intervals disjunts qualssevol.
Per tant, o ({[—00,b] : b € R}) conté una semialgebra que genera B(R) (vegeu 'Exemple

1.2.19, 1)), d’on
B(R) C o({[-o0,b]: bER}) .

A més,

Deduim que o ({[—00,b] : b € R}) conté

{B, BU{-}, BU{+}, BU{foo,+oo}}Be%(R) =%B(R) o

2.1.10 Exercici

L’expressié X (w) < b de l'enunciat es pot substituir per X (w) < b, X(w) 2 b o X(w) > b.
(Vegeu el Problema 2.1.)

A R™ (i R") podem considerar la topologia producte de n copies de R (resp. R),
és a dir, la generada pels conjunts A; x --- x A,, amb A; obert de R (resp. R), o
equivalentment, generada per les projeccions de R” en R (resp. de R™ en R.)

Aixd ens permet considerar els borelians de R™ i R™ (notacié: B(R") i B(R"),
resp.) i fer la definicié segiient sobre funcions a valors vectorials.

2.1.11 Definicié

Sigui (£2,§) un espai mesurable.
Una funcié X:Q — R" (o R") és Borel-mesurable, o simplement mesurable, sii és
(F, B(R™))-mesurable (resp. (F,B(R"))-mesurable.) g

La segiient proposici6 és ’analoga de 2.1.9 per a funcions vectorials.

2.1.12 Proposicié

Sigui (2, ) un espai mesurable.
Sigui X:Q — R™ .
Aleshores,
X és mesurable & {w € Q: X(w) € [—o0,b]} €F, VbeR”,

on [—00,b] := [—00,b1] X -+ X [—00,by], si b= (by1,...,by).

Demostracié: Es similar a la de la Proposici6 2.1.9, usant la semialgebra de P(R™) que
es proposa en el Problema 1.10. Es deixen els detalls al lector.
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2.1.13 Proposicié

2.1.14 Notacio6

2.1.15 Exercicis

2.1.16 Proposicié

La proposicié segiient redueix la verificacié de la mesurabilitat d’una funcié vectorial
a la de les seves components reals.

Sigui (2, ) un espai mesurable.

Sigui X:Q — R™ .

Notem per X; les funcions coordenades de X, o sigui, X = (X1,...,Xn).
Aleshores, X és mesurable < X;: Q0 — R és mesurable, Vi =1,...,n .

Demostracio: Cada funcié X; es pot expressar com la composicié

X 0—X __ge T R

W——— (X1, .o, Tp) ——— T

Per la Proposici6é 2.1.6, X és (§,o<{m;}’_,>)-mesurable sii Vi = 1,...,n, m; o X és
(T, B(R))-mesurable.

I aix0 és exactament l'’enunciat: Per una banda m; o X = Xj; per altra banda, es té
o<{m}" 1> D B(R") (a partir de les definicions) i es comprova facilment que B(R") fa
mesurables les projeccions, d’on o<{m;}7 ;> = B(R").

Es habitual abreviar la descripcié de subconjunts de € relacionats amb funcions de la

manera segiient:
{XeB} ={we: X(w)eB}.

Per exemple,

{X<a} ={we: X(w)<a}, {X#Y} ={weQ: X(w)#Y(w)},

1) Siguin X,Y:Q — R funcions mesurables. Aleshores, els conjunts
{(X <Y}, {X<Y} {X=Y} {(X#Y}

sén mesurables. (Vegeu el Problema 2.2.)

2) Si X:Q — R" és una funcié constant, aleshores és mesurable.

Sigui (2, ) un espai mesurable.
Siguin X,Y:Q — R funcions mesurables.
Aleshores:

1) X +Y és mesurable (suposant que estigui ben definida, i.e. que no involucri la
operacié oo — 00.)
2) XY és mesurable.

Demostracio:

1)
X + b mesurable, VbeR

b- X mesurable, VYbeR .

Per tant, {X +Y < b} = {X <b-Y} € §, per I'Exercici 2.1.15. La Proposici6 2.1.9 ens
diu que X + Y és mesurable.

X mesurable & { (2.1.1)

M) Immediat usant la caracteritzacié de la Proposicié 2.1.9.
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2.1.17 Proposicié

2.1.18 Corol'lari

2) Sigui B € B(R).
Siguin A; :={X-Y € BNR°} i Ay:={X-Y € BNR}. Tindrem que

(X -Y)"Y(B)=A,UA,,

i volem veure que A; i As son de §.
Per Aj, es distingeixen casos segons B N R¢ sigui (), {—oo}, {+00} 0 {—0o0,+00}. Per
exemple, per {400},

Ap = ({X = +oo} N{Y # —o0}) U ({X = —o0} N{Y = —o0})
U ({X # —oo} N{Y = +o0}) ,
i tots aquests conjunts sén de §, perque X i Y sén mesurables. Els altres casos sén

semblants.
Per altra banda, sobre Ay, podem escriure

X-Y:i(X+Y)2 (X -Y)2.

1
4
Gracies a la implicacié (2.1.1) i a la part 1), velem que només ens queda comprovar que

X mesurable = X? mesurable.

En efecte,
DeF sb<O

{X2<b} = o) )
(V< X<V ={-Vb< X}N{X<Vb} €5, sib>0.

M) Ambdés conjunts sén de §, per la Proposicié 2.1.9 i I'Exercici 2.1.10.

Sigui (2, ) un espai mesurable.

Sigui {Xn tnen una successid de funcions mesurables, X,:Q — R.
Aleshores:

sup X, , Tilrellf\an . lim X, , lim X,

son mesurables.

Demostracio: -
1){suan<b}: ml{Xngb}eg.
neN n=
2) inf X,, = —sup —X,, i apliquem la mesurabilitat del suprem.

neN neN

3) lim X, = inf sup X,,, per definicid, i apliquem els casos anteriors.
n—oo ne m>n

4) lim X,, =sup inf X,,, igual que pel limit superior.
n—o00 neNmM2=n
Si X és mesurable, aleshores les funcions

| X| :=sup{X,—X} (valor absolut de X)
X1 :=sup{X,0} (part positiva de X ) (2.1.2)
X~ :=sup{—X,0} (part negativa de X)

son mesurables.

Observem de passada que X = XT — X~ i [X|=XT+ X" .
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2.2 Integral respecte una mesura

2.2.1 Definicidé

2.2.2 Observacid

2.2.3 Definicidé

2.2.4 Proposicié

Si A e P(Q), la funcié 14:Q — R definida com

1, siweA

La(w) = { 0, siwgA

s’anomena indicador del conjunt A.

Si (€2, F) és un espai mesurable, aleshores
14 és una funcié mesurable < A és un conjunt mesurable .

Efectivament, si B € B(R), 1" (B) només pot ser A, A¢, } o Q. Si A és mesurable, tots
aquests conjunts ho sén. En cas contrari, no.

Sigui (€2,§) un espai mesurable.

Sigui X: ) — R mesurable.

X és una funcié elemental sii pren només un nombre finit de valors. Equivalentment, sii
es pot expressar com

X(w) =) a;-14,w) (2.2.1)
i=1
per certs ay,...,a, ER 1 Ay,...., A, €F. 0O

Un raonament similar al de I’Observacié6 2.2.2 ens mostra que una expressié del tipus
(2.2.1) defineix una funcié mesurable (i per tant mereix el nom de funcié elemental) sii
els conjunts Ay, ..., A, sén mesurables.

Les funcions elementals sobre un espai mesurable (Q,§) constitueizen:

1) Un espai vectorial real respecte les operacions habituals de suma i producte per es-
calars.

2) Un reticle respecte la relacid d’ordre habitual.

Demostracio:

1) Es conegut que el conjunt de totes les funcions reals definides sobre un conjunt qual-
sevol és un espai vectorial amb les operacions habituals de suma i producte per escalars
(amb R com a cos d’escalars). Per tant, només cal comprovar que les funcions elementals
sén un subconjunt estable per aquestes operacions.

Sabem que la suma i el producte per escalars de funcions mesurables és mesurable. Per
altra banda,

n n
X:ZGi'lAi :>aX=Z(aai)-1Ai ,
i=1 i=1

X=>ai-1a, Y= bl =X+Y =) (a;+b)) 1anp, -
i=1 j=1 i=1

Jj=1
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2) Analogament, només cal veure que el suprem i I'Infim de dues funcions elementals
és altre cop una funcié elemental. En efecte, sabem que suprem i infim de funcions
mesurables sén mesurables, i

33

sup{Zal 1A,Zb 13 Zsup{al,b} 14,08,

=1

<.
—

33

1nf{Za1 1,41,217 1p,} = me{az,b} la,nB;, O

Les funcions elementals, tot i constituir un conjunt molt restringit, donen lloc a totes
les funcions mesurables per operacions de pas al limit, com veurem en la proposicié i
corollari segiients.

2.2.5 Proposicié
Sigui (2, ) un espai mesurable.
Sigui X:Q — [0, 400] mesurable.
Aleshores, X és limit d’una successid creixent de funcions elementals positives.

Demostracio: Definim, per a cada n € N,

"k
Z g Ligeax<imy T Lncxy -
k=1

Es rutinari comprovar que les X, sén funcions elementals positives, que formen una
successi6 creixent, i que lim X, (w) = X(w), Yw € Q.
n—oo

2.2.6 Corollari
Sigui (2, F) un espai mesurable.
Sigui X:Q — R mesurable.
Aleshores, X és limit d’una successid de funcions elementals.

Demostracid: Les funcions X1 i X~ sén funcions mesurables positives (vegeu (2.1.2).)
Sigui {Y, }nen una successié creixent de funcions elementals tal que lim Y, = X* .

n—oo

Sigui {Z,, }nen una successié creixent de funcions elementals tal que lim Z, = X~ .
n—oo

lim (Y, — Z,) =Xt - X =X .

n—oo

Gracies a la Proposici6 2.2.4, les funcions X,, :=Y,, — Z,, s6n elementals.

Introduirem primerament la integral de funcions elementals positives. La definicié
reflecteix la idea que una integral ha de ser “I’area sota la corba” (en aquest cas, la suma
de les arees d’uns certs rectangles.) La base de cada rectangle aporta al calcul de l’area
la seva mesura, correspongui aquesta mesura o no a alguna idea intuitiva de “longitud”
que poguem tenir en 2, com succeeix en el cas particular de la mesura de Lebesgue en
Q=R.

La integral es defineix després per a funcions més generals tot mantenint la intuicié
de “Parea” gracies als resultats d’aproximaci6 2.2.5 i 2.2.6.

2.2.7 Definicié
Sigui (€2, §, p) un espai de mesura.
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2.2.8 Proposicié

o0
Sigui X = > a; - 14, una funcié elemental positiva.

Definim la Zi;tegral de X respecte p com
/ Xdyp:= Zai -1(A;)  €[0,4o00] .
Q2 i=1

També escrivim / X (w) p(dw) quan volem posar de manifest la variable de la funcié

que integrem.

No hi ha una manera unica de representar una funcié elemental en la forma (2.2.1).
Per tant, com sempre en aquests casos, cal comprovar que la definicié té sentit verificant
que no depen de la representacié particular que es prengui. Es recomana al lector fer
I’esfor¢ de convencer-se mentalment que és cert, i per escrit només si aquest intent falla.

Hi ha pero una representacié “canonica” d’una funcié elemental: Si imposem que

QZL-&JAI i i;éj:>ai7éaj

(algun a; pot ser zero), aleshores la representacié és unica. A partir d’ara, prendrem
sempre aquesta representacié canonica, sense esmentar-ho explicitament.

Sigui (2,5, 1) un espai de mesura.
La integral respecte i de funcions elementals positives gaudeix de les propietats seglients:

a}Oé/aXdu:a/Xdu
Q Q
2) /(X+Y)du:/Xdp+/Yd,u
Q Q Q
<Y:/Xdu</Ydu
Q Q

4) Si {Xn}tnen €s una successid creizent de funcions elementals positives i la funcid
X := lim X, també és elemental positiva, aleshores

n—oo

n—oo

lim X du = /Xdu

Demostracio: . .
1) Sigui X = > a;-14,. Tindrem aX = ) (aq;) - 14,.
i=1

i

n

[ aXdu= Y (aenta)) = 03 o) =a [ xdu.

i=1
2) Siguin

X:i(Ii'lAi, Y:ibj'lBj.
i=1 j=1

Llavors,

/(X+Y dy = i:anub ) 1a;nm, du éZZaz—kb )u(A; N By)
Q Q i=1 j=1

Il
e

e

<

=3 a Y pAin By + 36> u(A; N By)
j=1  i=1

@Zaiu(AiHiju(Bj)g/QXdu+/QYdu~

-
[
—

<
—
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(1) Usem la definici6 d’integral d’una funcié elemental.
@) Usem que {A4y,...,A,} i {Bi,...,Bp} sén particions de €.
3) Siguin

Llavors,

=1 1=15=1
n m m
< ZZbJM(Ai NBj) = ZbJM(BJ) = QYdH
=1 j=1 Jj=1

M Si A4, N B; # 0, ha de ser a; < b;.

4) Siguin
X:Zai-lAi, Xn:Zb;L]-BJ"
i=1 j=1
<)

n—oo Q

M Per la propietat de monotonia 8) anterior.
) El lfmit existeix perque la successié és monotona.

>) Tenim que

m

| Xdp= Zam

o P (2.2.2)
/X dp = an T2 (A N BY)
i=1j=1

Veurem que Vi, a;p(A4;) < lim Z b u(A; N BY), i haurem acabat, a la vista de les

n~>oo
relacions (2.2.2).
Si a; = 0, és evident. Suposem que a; > 0.
Fixem 0 <~y < 1.

Mn mMn

SpAnB) = Y uwAnB)+ > bu(A;NBY)
j=1 j=1 j=1
{4z b} >va;} {J: b} <vai}

@ = : o
> Z ya;p(A; N BY) 2 ya, Z“(Ai N B} N{Xn, > va;})

j=1 j=1

{J: b} >vai}
© yap(A; N {X, > va})
Fent n — oo,
lim Zb (A, OB") valu(A)

j=1
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Fent v — 1,

lim Zb}’u(Ai NB}) > aipu(A;) .
j=1

M) fA;,..., Ay} és una particié de Q.

@ Suprimim el segon sumand i minorem el primer: Sobre el conjunt d’indexos on
se suma, b;? = ya;.

®) Es té {j: b} >n~ai} ={j: Xn > ~a; sobre A; N BY}. Per tant, pels indexos
J que estem afegint, el sumand corresponent és (@) = 0.

@ (Br, ..., B}, } és una particié de €2, per a cada n.

®) Usem que A; N{X, > vya;} / A;, perque, sobre A;, X,, tendeix a a;, que és
més gran que vya;.

2.2.9 Definicio
Sigui (2, §, ) un espai de mesura.
Sigui X: Q — [0, +00] una funcié mesurable (positival)
Definim la integral de X respecte p com

Xdp:= lim [ X,du, (2.2.3)
Q

on {X, }nen és una successié creixent de funcions elementals positives que convergeix a
X.

Noteu que, per la propietat 3) de la Proposici6 2.2.8, la successié d’integrals és creixent
i per tant el limit existeix segur.

2.2.10 Observacio6
Cal comprovar que el limit de (2.2.3) és independent de la successié de funcions elementals
escollida.
Veurem que, si { X, }nen 1 {Yn bnen s6n dues successions creixents de funcions elementals,
llavors

lim X, < lim Y, = lim X, dp < lim Y, du .
n—oo n—o00 n—oo Jo n—oo Jo
Aix0 implicara que si els limits de les funcions coincideixen, els limits de les integrals han
de coincidir.
Observem que Vm € N, X,,, = lim inf{X,,,Y,,}. Per tant,
n—oo

1 (2)
X d,u(:> lim inf{X,,,Y,}dp < lim /Yn du .
Q n—oo Jo

Fent m — oc:
lim Xpdp < lim Y, du .

M Gracies a la Proposici6 2.2.4 i a la propietat 4) de la Proposicié 2.2.8. Només per
aquest detall necessitem demostrar la propietat 4) anterior abans de fer la Definicié
2.2.9.

) Gracies a la propietat 3) de la Proposicié 2.2.8.

2.2.11 Proposicié
Sigui (Q,F, 1) un espai de mesura.
La integral respecte u de funcions mesurables positives gaudeizr de les propietats seglients:

1) a}Oé/aXdu:a/Xdp,
Q Q
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2) /X—i—Yd,u:/Xdu—l—/Ydu.
Q Q Q
3) XSY#/Xdug/Ydu (ienparticular,/XduZO),
Q Q Q

4) Si {Xn}tnen €s una successid creizent de funcions mesurables positives i X =
lim X,,, aleshores

n—oo

lim Xndu:/Xdu.
Q

n—oo 9]

5) Si{X,}nen és una successid de funcions mesurables positives, aleshores

/ lim X, dp < lim [ Xy dp .
Q

n— 00 n—oo JQ

6) /Xd,u<—|—oo:>u({X:+oo}):0.
Q
Wk/Xdu:0©MQX>OD:O.
Q

Demostracio:
1) Sigui { X, }nen una successié creixent de funcions elementals positives amb lim X, =

n—oo

X. Tindrem que {aX,}nen també és una successié creixent d’elementals positives amb
limit aX.

n—oo n—00

/aXdy: lim /aXnduga lim Xnd,u:a/Xd,u.
Q Q Q Q

W) Proposicié 2.2.8, 1).

2) Siguin {X, }nen 1 {Yn}nen successions creixents de funcions elementals positives
amb limits X i Y, respectivament. Tindrem que {X,, + Y}, }nen també és una successié
creixent d’elementals positives amb limit X + Y.

/(X+Y)du: lim [ (X, +Y,)deZ lim [ Xp,dp+ lim [ Y, du
Q n—oo Jo n—oo Jo

n—oo Q

:/Xw+/Y@.
Q Q

M Per la Proposici6 2.2.8, 2). No hi ha cap problema en separar el limit en suma de
limits, perque tots ells existeixen i sén positius.

3) Siguin { X, }nen 1 {Yan }nen successions creixents de funcions elementals positives amb
limits X i Y, respectivament.

Podem suposar que X,, < Y,,, Vn. En cas contrari, prenem en lloc de Y,, les funcions Y, =
sup{Xp,, Y.}, que sén elementals positives, formen una successié creixent i lim Y, =

n—od
lim sup{X,,Y,} = lim ¥, =Y .
Obtenim

n—00 n—oo

)
/Xdu: lim/Xndug lim Ynd,u:/Ydu.
Q Q Q Q
En particular, la integral de tota funcié mesurable positiva pertany a [0, +oc]. Només
cal aplicar la propietat que acabem de demostrar a la desigualtat 0 < X, i comprovar
que [ Odp = 0. Aixo ultim és immediat a partir de la definicié d’integral de la funcié

Q
elemental 0 - 1q.
M) Proposicié 2.2.8, 3).
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4) Observeu primerament que lim X, existeix, per la monotonia de la successié, i és

n—oo

una funcié mesurable (Proposicié 2.1.17) i positiva.

Per a cada n, sigui {Y;, n}men una successié creixent de funcions elementals amb limit
X,

Per a cada m, sigui Z,, := sup{Yim. 1, .., Yim,m}. Per la propietat de reticle (Proposicié
2.2.4), Z,, és una funcié elemental; i és clar que {Z,, }men és una successié creixent.
Llavors, si n < m,

Fent m — oo:
X, = lim Y, , < lim Z,, < lim X,, =X .

m—0Q0 m— 00 m—00

Fent n — oo, trobem
lim Z,=X.

m—0oQ0
Hem obtingut una successi6 creixent de funcions elementals que convergeix a X. Tenim,
per una banda,

(4)
/ Xdp2 lim | Zndp < lim X du .
m—00 Q m—00
Per altra banda,

(5)
lim Xpmdp < | Xdu .
Q

Per tant,
lim X dp = /Xd,u

m— 00

™) De la definicié de Z,,

@ Vm, Yk <m, Yy < X < X, Viltima desigualtat deguda al fet que {X,, }rnen és
creixent.

) Per definicié de la integral de funcions positives.

@ Usant la propietat 3) anterior, puix que Z,, < X,,, Vm.

®) Perque X, < X, Vm.

5)
(3)
/li_andu(é)/ lim (inf X,)dp 2 lim [ inf Xpdp < lim [ Xodp
Q Q

n—oo mzn n—oo [om2n

n— 00 n—oo JQ

() Per definicié de lfmit inferior.

) Apliquem la propietat / ) anterior. Observeu que {inf,,>, X, Inen és una successié
creixent.
Apliquem la propietat 3) anterior, puix que inf X,, < X,, Vn. El limit de la

m>=n
dreta no sabem si existeix o no. Perod podem prendre limits inferiors, que sempre
existeixen, i la desigualtat es conserva igualment.

6) Per a cada n € N,

(1) (1)
+o0 > / Xdp > / X Ayxzpydu > / n-lixsny dp Cop{X =nl) . (224
Q Q Q

(3

Dividint per n i fent n — oo,

1
p({X = 400}) € lim p({X >n}) = lim — X dp=0.
n—oo n—oo N
(M) Apliquem la propietat 3) anterior.
@ L’integrand és una funcié elemental. Apliquem la Definici6 2.2.7.

@) {X > n}pen és una successié decreixent de conjunts de mesura finita, amb limit
(interseccid) {X = +oo}. Apliquem la Proposicié 1.1.18.
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2.2.12 Definicio

7)

pX > 0N 2 lim (X > 30 = [ 1y dp

n—oo

©)
%lim nXduzlimn/Xdu:O.
Q

n—oo Q n—oo

x> L} ,.en és una successi6 creixent de conjunts, amb limit (unié) {X > 0}.
Apliquem la Proposicié 1.1.18.

@) Apliquem la propietat 3) anterior.
<)

Q

= lim nu({X >0})=0.

M Majorem el primer sumand, aplicant la propietat &) anterior. El segon inte-
grand és la funcié idénticament zero, que, com hem observat al demostrar 3),
té integral zero.

@ Apliquem la Definici6 2.2.9.

Finalment, definim la integral en el cas més general. La idea és descompondre la
funcié en part positiva i part negativa, i fer que la part negativa contribueixi a la integral
amb signe negatiu.

Sigui (2, §, p) un espai de mesura.
Sigui X:Q — R una funcié mesurable.
Definim la integral de X respecte p com

/Xd,u::/X+du—/X7du, (2.2.5)
Q Q Q

sempre que expressié de la dreta de (2.2.5) no sigui co — co. Si ho és, diem que la
integral de X no existeix.

Diem que X és integrable sii / X du existeix i és finita.
Q

2.2.13 Observacions

1) Equivalentment,

X és integrable @/ | X | dp < 400
Q

@/X+du<+oo i /X‘du<+oo.
Q Q

2) La nomenclatura és una mica confusiva. Primer es decideix si una integral existeix
0 no; si existeix, el seu valor pot ser finit o infinit. Només si és finit es diu que la
funcié és integrable.
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Evidentment, quan diem que una propietat és certa en un conjunt €2, estem dient
que tots els elements w € () la compleixen. Hi ha un concepte més feble que la certesa
que apareix de manera natural en els espais de mesura. Introduirem aquest concepte
abans de discutir les propietats de la integral de funcions mesurables arbitraries.

2.2.14 (Meta)Definicié
Sigui (Q,§, p) un espai de mesura.
Diem que una propietat és certa quasi per tot respecte p (abreviat p-q.p.t. o simplement
q.p-t. si no hi ha confusié possible) sii és certa per a tot w € Q llevat d’un conjunt de
mesura zero.
Simbolicament, si Plw] és un predicat sobre els elements w € €,

Plw] p-q.pt. & IN€F: p(N)=0 i (Vw € N¢ Plw]) .

Si p és una probabilitat, es diu també que la propietat és certa quasi segur respecte p
(abreviat p-q.s. o simplement q.s.)

2.2.15 Exemples
1) Si X,Y:Q — R s6n funcions mesurables, X =Y pu-q.p.t. vol dir u({X # Y}) = 0.

2) Les propietats 6) i 7) per a funcions mesurables positives que hem vist a la Proposicié
2.2.11 es poden expressar de la manera seglient:

/ Xdu < 400 = X < 400 p-q.p.t.
Q

/Xd,uzO@X:O/A—q.p.t.
Q

2.2.16 Proposicié
Sigut (Q,F, 1) un espai de mesura.
Siguin X,Y:Q — R funcions mesurables tals que X =Y p-q.p.t.
Aleshores: Si la integral de X ezisteiz, la integral de Y també existeix i coincideixen:

/Xd,u:/Yd,u.
Q Q

En particular, si X és integrable, Y també és integrable.
Demostracié: Si X =Y q.p.t., llavors és clar que també XT =Y qpt. i X~ =Y~

q.p.t. Considerem els conjunts de mesura zero Ny := {XT #Y*+} i Ny:={X~ #Y }.
({X #Y} = Ny UN,. La unié no té perque ser disjunta.)

/Xdu:/X"'du—/X_du
Q Q Q
=/X+-1N1du+/X*-ledu—/X‘~1N2du—/X‘-1N5du
Q Q Q Q
g/y+-1Nfdu—/Y_~1Nzcdu
Q Q
g/y+1N1du+/Y+1N10du—/Y_1N2d/,(,—/Y_1N20d,u
Q Q Q Q

= Y+d,u—/Y_du:/Ydu.
Q Q Q

1) Sobre N¢, X+ = YT. Sobre N§, X~ = Y~. La primera integral és zero: 0 <

Xt 1y, dp < | ooy, du = 0 (vegeu la demostracié de 2.2.11, 7).) Analogament
Q Q
per la tercera. Analogament canviant X per Y.
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2.2.17 Observacié6

2.2.18 Proposicié

De la Proposici6 2.2.16 es despren que per parlar de la integral d’una funcié X només
cal que X estigui definida q.p.t. Es a dir, pot haver-hi un conjunt de mesura zero N tal
que X no estigui definida sobre V.

Per ser rigorosos, cal donar una definici6 de la integral en aquesta situacié:

«Si X esta definida q.p.t., sigui Y una funci6é definida per a tot w € (2 tal que X =Y

q.p-t. Definim
/Xdu ::/Yd,u
Q Q

si la segona expressié té sentit. En cas contrari, diem que la integral de X no existeix. »

Aquest petit detall aporta una economia considerable. Per exemple, hom pot escriure

/ (X +Y)du sense amoinar-se per possibles expressions oo — 0o, sempre que a hom li
Q

consti a priori que només poden apareixer sobre un conjunt de mesura zero.

Sigui (2,8, p) un espai de mesura.
La integracid respecte i de funcions mesurables arbitraries té les propietats segiients:

1) Sia € R, ilaintegral de X existeiz, aleshores la integral de aX existeiz i

/aXdu:a/Xdp.
Q Q

En particular, si X és integrable, aX és integrable.

2) Siles integrals de X 1Y existeizen i l’expressié / Xdu+ / Y dup no és oo — oo,
Q Q
aleshores X +Y esta definida q.p.t., la integral de X +Y existeix i

/(X—i—Y)d,u:/Xd,u—i—/Ydu.
Q Q Q

En particular, si X 1Y son integrables, X +Y és integrable.

3) Siles integrals de X 1Y existeizen,
XY q.p.t.:/Xd,ué/Yd,u.
Q Q
4) Sila integral de X existeix, aleshores
| [ x| < [1x1dn.
Q Q
5) Sila integral de X existeix,

/Xd,u<+oo:>u({X=+oo}):0,
Q

/QXd,u>—oo:>u({X=—oo}):O.
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Demostracio:

1)

(sia>0) /aX"’d,uza/X"‘du
Q Q

/Q(GX)WMZ (sia <0) /Q(—a)X’du:(—a)/QX’ du

B (sia>0) /aX_d,u:a/X_d,u
/ﬂ(ax) = (sia <0) /:(—a)Xer,u:SZ—a)/QXJ”du

:>/Q(aX)er,u—/Q(aX)_d,u:a(/QX*du—/QX_du):a/QXdu.

Per tant, la integral de a X existeix i té aquest ultim valor.

2) Suposarem que
/ Xdp#—o00 i / Ydu# —oo . (2.2.6)
Q Q

Els altres casos (no totes dues integrals iguals a +00 o una d’elles finita) es farien de
manera identica.

1) X +Y esta definida q.p.t. i la seva integral existeix:
Tenim que

/Xdu;é—oo%)/X_d,u<+oo(——2>)/¢({X_:+oo}):Og>)
Q Q

& ({X = —00}) = 0.

Analogament, u({Y = —oo}) =0.

El conjunt on X 4+ Y déna una expressié oo — 0o ésta inclos en {X = —oco} U{Y =
—oo}, i per tant té mesura zero. En conseqiiéncia, X + Y esta definida q.p.t.
A més,

(4)
(X+Y)" <X +Y", g/(X—kY)*dug/X*dp—k/Y*d,u(g—koo:
Q Q Q

=>/(X—|—Y) dp existeix.
Q

M) Per la definicié d’integral.

@ Apliquem la propietat 6) de la Proposicié 2.2.11.
®) Els dos conjunts sén el mateix.

) Conseqiiencia facil de la definicié de part negativa (vegeu les equacions (2.1.2)).
) Apliquem la propietat 3) de la Proposici6 2.2.11.

©) Per (2.2.6) i la definicié d’integral.

1) La integral de la suma és la suma d’integrals:
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Les consideracions del pas i) justifiquen els calculs segiients:

(X+Y)T—-(X+Y) =X+Y =Xt -X"+Y" -V~
=(XT+YH) (X" +Y")
X +VT+H( X +Y ) =(X+Y) +(XT+YH)
+ - - — - + +
;»/Q(XH/) d;H—/Q(X Ly )du_/Q(X—i-Y) d;H—/(X V) du

Q
_ Y vy - Ly~
i/Q(XJrY)duf/Q(X Y dp /Q(X Y ) dp

:/Xer,u—/de,u+/Y+d,uf/deu
Q Q Q Q
:/Xdu+/Ydu.

Q Q

3
/ /X*d <<1)/Y+d
+ + Hx K
X <Y qpt. :>{X N q'p't'}:> i &

=
- - (1>
X~ 2Y qpt. /X_d,u>/Y_du
Q Q

:>/X+du—/X_du</Y+d,u—/Y_d,u.
Q Q Q Q

M gl q.p-t. no importa. Fet rigorosament:

/ X*dp= / Xt Lyxecyy du+/ Xt Lixesy+ydp
Q Q Q
< / Y+'1{X+<Y+}d:“+0:/y+d,u :
Q Q
Hem usat la propietat analoga per a funcions positives (Proposicié 2.2.11).

4
XX <Ix] 2 [ SX(du< [ Xdu< [ [X]dn
Q Q Q

é‘/Xdu’é/\XMﬂ‘
Q Q

(M Apliquem la propietat 3) anterior.

5)

/Xdu<+oo<:>/X+du<+oo(——1§u({X+=+oo}):O:>u({X=+oo}):O.
0 Q

/Xdu>—oo<:>/X_du<+oo§>),u({X_ =+0})=0=u({X =-x})=0.
Q Q
M Per la propietat 6) de la Proposici6 2.2.11. g

A T’Apartat 2.3 veurem per a funcions mesurables arbitraries les propietats analogues
ales /)i 5) de la Proposicié 2.2.11. La propietat 7) és falsa.

Quant a les funcions X: ) — C, definim la seva integral mitjancant les integrals de
la part real i la part imaginaria. Recordem que amb la notacié binomial a+:b, on a,b € R
i ¢ representa la unitat imaginaria, totes les operacions lineals sobre R, o sobre funcions
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2.2.19 Definicio6

2.2.20 Observacié

2.2.21 Proposicié

valuades en R, s’estenen de manera natural al cas complex fent-les actuar formalment
sobre ’expressio a + b.

La integral de funcions integrables és una operacié lineal (propietats 1) i 2) anteri-
ors). Per tant la definicié natural d’integral per a funcions complexes és la segiient.

Sigui (€2, §, p) un espai de mesura.
Sigui X: ) — C una funcié mesurable.
Definim la integral de X respecte p com

/Xd,u ::/REXd,u—I—i/IMXd,u, (2.2.7)
Q Q Q

sempre que REX 1 IM X siguin funcions reals integrables. Diem aleshores que X és
integrable. En cas contrari, diem que la integral de X no existeix o que X no és integrable.
(Compareu la terminologia amb la del cas real. Aqui integrabilitat i existéencia de la
integral sén equivalents, perque volem que el resultat sigui un nombre complex. No
permetem infinits.)

(Recordem que 1'is de la mateixa notacid | - | per al valor absolut d’un nombre real i el
modul d’un nombre complex és consistent en el sentit que si a € R, el modul de a com a
nombre complex és el valor absolut de a com a nombre real.)

A la vista de les desigualtats

|RE X|

< <X <
IMX|}\maX{|REX71MX|} < X< |REX|+|TMX],

es dedueix facilment que X:Q — C és integrable sii | X|: 2 — R és integrable.

Les propietats enunciades a la Proposicié 2.2.18 sén automaticament propietats de
les parts real i imaginaria de la integral de funcions complexes. A més, la propietat
4) també és valida interpretant els valors absoluts com a modul. No hi ha, pero, una
demostracié tan simple com en el cas real.

Sigui (Q,F, 1) un espai de mesura.
Sigui X:Q — C una funcid integrable.

Aleshores
‘/Xdu‘</|X|du~
Q Q

Demostracio: Comencem demostrant un lema que té interes en si mateix.

Lema 1. (Desigualtat de Schwarz.) Si X,Y:{) — R sén funcions mesurables tals que
X?1Y? sén integrables, aleshores XY és integrable i

(o)< (fem)-([vo) 28

Demostracio:

0<(X-Y)?=XY <i(X24Y? 1
( 2) %( ) 2)} :>|XY|< —(X2+Y2)
0< (X +Y)? = XV > —1(X247?) 2

i per tant, pel fet de ser X2 i Y2 integrables, XY també ho és.
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Per veure la desigualtat, descartem primer un cas trivial: Si / Y?du = 0, aleshores
Q
Y =0 q.p.t., i les dues bandes de (2.2.8) sén zero.
Suposem doncs que / Y?2du # 0. Per qualsevol nombre real v,
Q

(X +7Y)? 20:/(X+7Y)2du>0
Q

:>/X2du+27/XYdu+72/Y2dp>O. (2.2.9)
Q Q Q

Prenent

—/XYdu
y=—2—
/de,u
Q

i multiplicant (2.2.9) per / Y2 dpu, s’obté la desigualtat (2.2.8).
Q

Lema 2. Si X,Y:Q — R s6n funcions integrables, aleshores
2 2 2
(/Xdu) + (/Ydu) < (/(X2+Y2)1/2du) .
Q Q Q

Demostracio: Siguin

f:: (X2+Y2)1/4 , g::X,(X2+Y2)71/4 , h::Y.(X2+Y2)71/4 .

Llavors,

([ xan) = ([ saan) < ([ i) ([ o*an)
(fyam) = ([ man) < ([ r2an)- (] ran)
:>(/QXdu>2+(/QYd,u)2< (/Qdeu>-</Qg2d,u+/Qh2du>

- (/Q(X2+Y2)1/2du) : (/Q (X2X2 4+ Y3724 V2K 4 V)7 2) dp)

= (/Q(X2+Y2)”2d“)2 -

M Apliquem el lema anterior.

Utilitzant el Lema 2, arribem a ’enunciat de la proposicié:

’/QXdu‘: ((/QREXdu)QJr(/QIMXdM)Q)l/z

</Q((REX)2+(1MX)2)1/2dM=/Q|X|du.
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2.3 Teoremes de Convergencia

Agrupem en aquest apartat tres propietats més de les integrals de funcions mesurables
arbitraries. Sén conegudes com a Teoremes de Convergéncia (de Lebesgue).
En el primer teorema parlem de « successié { X, }nen creixent q.p.t. ». Aixd vol dir:

AZeF: WZ2)=0] 1 [vneN, Vwe¢ Z, X,(w) < Xpq1(w)] .

2.3.1 Teorema de la Convergencia Monotona -
Sigui {Xn bnen una successid creizent q.p.t. de funcions mesurables X,:Q — R tal que

/ Xidp  existeiz i és # —oo . (2.3.1)
Q

Sigui X = lim X, ¢.p.t.
n—oo

Aleshores, les integrals de X, Vn, i de X existeizen i

lim [ X, dp= / Xdy . (2.3.2)
En particular, si el limit de (2.3.2) és < 400, aleshores les funcions X,,, Vn, i X sdn
integrables.
Demostracio:

1) Observem primer que la condicié (2.3.1) i la monotonia de la successié impliquen que

/ Xpdp i / X dp  existeixen i s6n # —oo . (2.3.3)
Q Q

2) Suposem que Ing : / Xn, dp = +00. (Cas trivial.)
Q
Aleshores, per la Proposici6 2.2.18, 8),

/Xndu:+oo,Vn>n0, i /Xdu:—l—oo,
Q Q

i per tant el teorema és cert.
3) Suposem que Vn, / X dp # +oo .

Sota aquesta condicié,ﬂes té u({ X, = +oo}) =0, ¥n (Proposicié 2.2.18, 5).)

Sabem també que p({X, = —oco}) =0, Vn, per (2.3.3).

Per tant, les funcions X,, — X; estan ben definides q.p.t. La familia {X,, — X1},en és
una successié creixent q.p.t. de funcions positives q.p.t. tal que

lim (X, —X1)=X-X1 qpt.

n—oo

Per la propietat 4) de la Proposicié 2.2.11 (exercici: treure tots els conjunts de mesura
zero que calgui per aplicar-la)

lim [ (X, — X1)dp = /(X — X1)dp . (2.3.4)

Per (2.3.3) i el fet que, en el cas que estem tractant,

—00 < / Xidp < o0, (2.3.5)
Q
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podem aplicar la propietat 2) de 2.2.18 i obtenim de (2.3.4)

lim X dp — /de,u /Xdu /deu7

i, gracies a (2.3.5) altre cop, podem simplificar:

lim X dp = /Xdu.
Q

n—oo

2.3.2 Observacions

1) Observeu que el Teorema de la Convergencia Monotona s’assembla molt a ’enunciat
de la Proposicié 2.2.11, 4) (propietat analoga per a funcions positives), que ara queda
com un cas particular. De fet, és aquella propietat la que s’enuncia de vegades sota
el titol de Teorema de la Convergencia Monotona.

2) Noteu el paper de la hipotesi (2.3.1), que és essencial per poder separar en resta
d’integrals Pexpressié (2.3.4) i fer la simplificacié posterior. El teorema no és cert
sense aquesta condicié. Naturalment, seria suficient que es complis per una funcié
qualsevol X,,, de la successid, puix que el comportament en el limit no depen dels
primers termes.

3) Pot passar perfectament que totes les funcions X,, siguin integrables i en canvi X

no ser-ho. Aix0 succeeix si lim X, dy = +o0.
n—oo Q

4) Es valid també el “teorema dual”:
«Si{ X, }nen és una successié decreixent ¢.p.t. amb / Xydp # +00,i X = lim X,
Q n—oo

q.p.t., aleshores

n—oo

lim X dp = /Xd,u

2.3.3 Teorema (Lema de Fatou) B
Sigui { X, bnen una successid de funcions mesurables X,,: Q0 — R tals que

/ inf X,,dy existeix i és # —oo . (2.3.6)
q neN
Aleshores, les integrals de X,,, Vn, i de lim X,, existeizen i
n—oo
/ lim X,dyu < lim [ X,du . (2.3.7)
Qn—oo n—oo JQ

En particular, si el limit de la dreta de (2.3.7) és < +oo, aleshores la funcié lim X, és
n—oo
integrable.
Demostracio: Notem Y := inf X,,.
neN
1) Observem primer que:

i) La condicié (2.3.6) junt amb Y < X,,, Vn, implica que
/ X, du  existeix i és # —o0, Vn.
Q

ii) La condicié (2.3.6) junt amb
lim X, = lim inf X,, > mfNXm:Y,
€

n—oo n—oo m/’n

implica que
/ lim X, dy existeix i és # —oo.
Q

n—oo
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2) Suposem que / Y dp = 4o00. (Cas trivial.)
Q

lim Xpdp = lim inf /deu> inf /deu
N Q meN QO

n—oo JQ n—oo mz=n

> inf/Yd,u:/Yd,u:—t—oo,
meN Q Q

i(2.3.7) es compleix segur.

3) Suposem que / Y dp # +o0.
Q

En aquest cas tenim, de fet,
—o00 < / Ydu < 400, = u({Y = —oc0}) = u({Y = 400})=0.
Q

Per tant, les funcions X,, — Y estan ben definides ¢.p.t. La familia {X,, — Y},en és una
successié de funcions positives q.p.t. Per la propietat 5) de la Proposicié 2.2.11 (exercici:
treure tots els conjunts de mesura zero que calgui per aplicar-la),

/ lim (X, —Y)dp < lim [ (Xn —Y)dp .
Q

n—oo n—oo JQ

Estem en condicions d’aplicar la propietat 2) de la Proposicié 2.2.18, i obtenim

/liﬂXndyf/Yd,ugli_m Xnduf/Yd,u.
Q Q Q

n—o00 n—oo JQ

Finalment, el fet que la integral de Y sigui finita ens permet simplificar i arribar a (2.3.7).

2.3.4 Observacions

1) Com en el cas del Teorema de la Convegéncia Monotona, el Lema de Fatou s’enuncia
sovint només per a successions de funcions positives; es redueix llavors a la propietat
5) de la Proposicié 2.2.11.

2) El Teorema no és cert sense la hipotesi (2.3.6), que és la que ens permet, en esséncia,
reduir-nos al cas de funcions positives.

3) Es valid també el segiient “Lema de Fatou invertit” (vegeu el Problema 2.4):
«Si {Xp}nen és una successié de funcions mesurables i

/ sup X, du # +o0 |
Q neN

aleshores

/n@oxndwn@o X, dy
Qn— - Q

2.3.5 Teorema de la Convergéencia Dominada
Sigui { X, Ynen una successid de funcions mesurables X,,: Q2 — R tal que:

a) Ezxisteiz X (w) = lim X, (w), ¢.p.t.

b) Ezisteir una funcié Y:Q — R integrable tal que | X,| <Y q.p.t., Vn.
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Aleshores X és integrable 1

n—oo

lim X dp = /Xdu. (2.3.8)
Q

Demostracio:
1) Integrabilitat de X:

| X, <Y qpt., Vn, = |X| <Y qpt.
/Yd,u<+oo :>/Q|X|du<+oo¢
Q

= X és integrable.

2) Férmula (2.3.8):

. (2
/Xd ”/h_mxndug lim Xdu
Q

n—oo n—oo

n—oo n—o0

R (3) 1
< Iim Xndug/ Im X, du(_)/Xdu
Q Q

Per tant, existeix lim X, dp (atés que els limits inferior i superior sén iguals) i
Q

n—oo

coincideix amb / Xdp.
Q

()" El lfmit existeix. No fa cap mal posar limit inferior o limit superior en el seu lloc.
@ Apliquem el Lema de Fatou.

®) Apliquem el “Lema de Fatou invertit” (vegeu I’Observacié 2.3.4, 3), i el Problema
2.4.)

2.3.6 Observacio
El Teorema de la Convergencia Dominada és una altra propietat que es pot enunciar
directament per a funcions complexes, només interpretant el valor absolut com a modul.
Si una funcié Y domina el modul de X, també domina les seves parts real i imaginaria
(max{| RE X|,|IMm X|} < |X]), i per tant el Teorema 2.3.5 s’aplica a cadascuna d’elles.
Finalment, la formula sobre el limit s’obté sumant parts reals i parts imaginaries. g

Acabem aquest apartat amb dues aplicacions facils del Teorema de la Convergencia
Dominada. Hom considera integrals que depenen d’un parametre i es pregunta si, com a
funci6 del parametre, la integral és continua, si és derivable, i en aquest ultim cas, si les
operacions de derivacié i integracié es poden commutar.

2.3.7 Teorema
Sigui (,F, 1) un espai de mesura.
Siguin (T, d) un espai métric, i tg € T.
Sigui X:Q x T — R una funcid complint:
a) X(w,-):T — R és continua en to, p-q.p.t. w € Q.
b) X(-,t):Q — R és mesurable, Vt € T.
¢) 3Y:Q — R integrable tal que | X (w,t)| <Y (w), p-¢.p.t. w € Q, Vt € T.
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2.3.8 Teorema

Aleshores, la funcio

F:T— R

t|—>/ X(w,t) p(dw)
Q
esta ben definida i és continua en tg.

Demostracio:
1) F esta ben definida:
Gracies a la condicié ¢) la integral existeix i és finita, per a cada t € T.

2) F és continua en tg:

Es conegut que una funcié F' entre espais metrics és continua en un punt ¢ sii per a tota

successié {t, }nen d’elements del primer espai tal que lim ¢, = to, es té lim F(t,) =
n—oo

n—oo
F(tp) en el segon espai.
Sigui {tp }nen C T una tal successid.

n—oo n—oo n—oo

lim F(t,) = lim | X(w,tn)p(dw) 2 / lim X (w, t,) pu(dw)
Q Q
= /QX(w,to) w(dw) = F(tp) .

M Apliquem el Teorema de la Convergencia Dominada.

Sigui (2,5, p) un espai de mesura.
Siguin I C R un interval obert, i to € I.
Sigui X:Q x I — R una funcié complint:

a) X(w,-): I — R és derivable en I, p-q.p.t. w € €.
b) X(-,t):Q — R és mesurable, ¥Vt € I.

_ aX
¢) AY:Q — R integrable tal que |X(w,t)|+‘ﬁ(w,t)‘ <Y(w), p-gpt.weQ,Vt el
Aleshores, la funcio
F: I

t— | Xt

R

esta ben definida, és derivable en tg, i

Fllto) = /Q Cfi—f(w,to) (dw) (2.3.9)

Demostracio:

1) F esta ben definida:

Gracies a la majoracié | X (w,t)| < Y (w), la integral que defineix F existeix i és finita,
per acadat e T.

2) F és derivable en tg i la seva derivada ve donada per (2.3.9):

Aplicant el Teorema del Valor Mitja, per cada ¢t € I — {to} es té

X(w,t) — X (w, to
t—to

| <qm[ Tl <ve
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Considerem una successié {t, }neny C I tal que lim ¢, = t.

n—oo

F(tn) — F(to) X(w,tn) - X(w,to)

lim ————— = i ‘
i tn, — to s Q tn —lo )
® / tim X ZXT0) gy - [ OX () )

M Apliquem el Teorema de la Convergencia Dominada.

2.3.9 Observacions

1) La continuitat i la derivabilitat en un punt sén propietats locals de les funcions. Si
la condicié ¢) del Teorema 2.3.7 o el Teorema 2.3.8 es compleix només en un entorn
U del punt ¢y, s’obté la continuitat o derivabilitat, segons el cas, de F: U — R. Si
per a cada punt existeix un tal entorn, es conclou la continuitat o derivabilitat de F’
sobre tot el seu domini de definicié.
La moral és, doncs, que per obtenir la propietat global només cal que per a cada punt
to existeixi un entorn Uy, i una funcié Yy, —integrable tal que [X(w,t)| < Yy, (w),

dX
p-q.p.t. w € Q, vt € Uy, (per la continuitat) o | X (w,t)| + ‘E(wﬂf)‘ < Yy, (w),
p-q.p.t. w € Q, vt € U, (per la derivabilitat.)

2) Els Teoremes 2.3.7 i 2.3.8 valen exactament igual per a funcions X a valors en C,
interpretant els valors absoluts | - | com a moduls. Es dedueix del fet que si Y
domina el modul d’una funcié, també domina els valors absoluts de les seves parts
real i imaginaria, com ja hem observat abans. I, per definicid, si F' és una funci
complexa (de variable real), F' = (REF) + i(IMF)’.

2.4 Teoremes de la Mesura Imatge i de Radon—Nikodym

En aquest apartat veurem dos importants teoremes encaminats a facilitar el calcul efectiu
de les integrals.

2.4.1 Definicidé

Sigui (€2, §, pt) un espai de mesura.

Sigui (£, €) un espai mesurable.

Sigui X:) — E una funcié mesurable.

La funci6 de conjunt px sobre & definida com

px(B) = p(X'(B)), VBeE,
és una mesura en (E, €) (es comprova facilment) que s’anomena mesura imatge de u per

X.
De vegades s’escriu també com po X 1.

2.4.2 Teorema de la Mesura Imatge

En la situacid de la definicid anterior:
Sigui g: E — R mesurable.
Aleshores, la integral de g en (E, &, ux) existeir sii la integral de g o X en (2,5, 1)

existeix, i, en cas afirmatiu,
/gonu:/ gdpx .
Q E

En particular, g és integrable sii g o X és integrable, en els respectius espais.



Funcions mesurables i integracié Materials 63

2.4.3 Observacio

2.4.4 Notacio

Demostracio: Demostrarem la igualtat suposant successivament que g és un indicador,
una funcié elemental positiva, una funcié mesurable positiva i una funcié mesurable
arbitraria. Aquest és un procediment habitual per provar enunciats que involucren inte-
grals.

1) Indicadors: ¢ =1p, B € €.

[ tmoXdu= [ L du=p(xX(B) = ux (B) = [ Lndux .
Q Q E

n
2) Elementals positives: ¢ = > a; - 1p,, B; € €.
i=1

/gon,u:Zai/lBiOXdﬂ(:l)Zai/1BidﬂX:/gdﬂX~
Q - JQ - JE E

M) Usem el cas 1).

3) Mesurables positives: Sigui {gn}neny una successié creixent de funcions elementals
positives amb lim g, = g.

n—oo

Observem que {g, o X }nen és una successié creixent de funcions elementals positives
sobre (92, F) que convergeixen a g o X. Per tant,

/gon/L: lim gnonug lim/gnduX:/gduX.

(1) Usem el cas 2).

4) Mesurables arbitraries:

Pel cas anterior,
/(goX)+du=/9+onu= / 9" dux
Q Q E

/(goX)‘du=/g‘onu=/g‘dux.
Q Q E

Per tant, la integral de g respecte pux existeix sii la integral de g o X respecte p existeix.
En cas afirmatiu,

/gonu=/(goX)+du—/(goX)‘dMZ/g+dux—/g‘dux=/gdux O
Q Q Q E E E

El Teorema de la Mesura Imatge és de fet un teorema de canvi de variable, molt general.
El classic teorema de canvi de variable per integrals sobre R n’és un cas particular. Vegeu
el Problema 2.8.

Si (Q,F, 1) és un espai de mesura, X:{ — R és una funcié mesurable, 4 € §, i la
integral de X - 14 existeix, introduim el simbol

/Xdu::/X-lAdu
A Q

(purament per comoditat de notacid.)
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2.4.5 Definicid

Observeu que si la integral de X existeix, aleshores la integral de X -1 4 existeix (atés que
(X-14)T<XT i (X-14)” < X7),ielsimbol / X du esta ben definit; en particular,
A

si X és integrable, X - 14 també ho és.
Observem també que, si A, Bc§F i AN B =0, llavors

Xd,u:/Xdu—i—/Xd,u o (2.4.1)
AUB A B

La propietat (2.4.1) es referencia a cops com “propietat d’additivitat de la integral
respecte el conjunt d’integracié”. Es deixa com a exercici per al lector comprovar que, de
fet, i amb la sola hipotesi addicional de la positivitat de X, la funcié de conjunt | X du,

A
definida per a tot A € §, és una mesura sobre §. Aix0 justifica la definicié segiient.

Sigui (2, §, p) un espai de mesura.
Sigui f:Q — [0, +00] una funcié mesurable.
Definim sobre § la mesura

V(A)::/Afd,u, Aeg.

dv
En aquesta situacié, diem que f és la densitat de v respecte p i s’escriu f = i També
m

es diu que f és la derivada de Radon—Nikodym de v respecte p.

2.4.6 Observacions

2.4.7 Exemple

1) Es immediat que:
a) Sip és o-finita i f < 400 p-q.p.t., llavors v és o-finita.
(Si @ = OL_jAn amb u(A,) < 400, By = {m—-1< f <m} (m > 1),i
By =A{f :njgoo}, només cal considerar la familia {A, N By }7°,,—0 )
b) Si f és integrable, llavors v és finita.

¢) Si / fdp =1, llavors v és una probabilitat.
Q

2) Gracies a la Proposicié 2.2.16, si g: Q2 — R és una altra funcié mesurable tal que
g = f p-q.p-t., aleshores també es té v(A) = / gdu, VA € §. Per tant, estrictament
A

parlant, “la densitat” és de fet “una densitat”. Pero es pot veure que és “Unica p-
q.p.t.”, és a dir, que dues densitats difereixen en un conjunt de mesura p zero, en
les dues situacions segiients:

a) Si f és integrable.

b) Sip és o-finita.
En el primer cas és conseqiiencia del Problema 2.3, ), i en el segon del Problema
2.3, ¢).

En (R,B(R),\), amb A la mesura de Lebesgue, considerem la funcié f(z) = \/%e_xz/g

i definim

I/(A):/Af(x))\(dx), AcBR) .

Aleshores v és la llei N(0,1) (vegeu els Exemples 1.3.9.) Si canviem f per una altra
funcié igual a f A-q.p.t., continuem obtenint la mateixa probabilitat.
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2.4.8 Definicid

Siguin p i v dues mesures sobre un espai mesurable (Q, §).
v és absolutament continua respecte u sii

VAeF, wA)=0=v(A)=0.

Ho escrivim v < p.

2.4.9 Teorema de Radon—Nikodym

2.4.10 Proposicié

Siguin w1 v dues mesures sobre un espai mesurable (,§), amb p o-finita.
Aleshores son equivalents:
vy .

d
i) Existeix f:Q — [0, 4+00] tal que f = # .

Demostracid: Que ii)=-i) és evident, i no cal la o-finitud de p:
u(A):OéV(A):/fdu:/Od,u:O,
A Q

perque f-14 =0 p-q.p.t.
La part interessant és i)=-ii). La demostraci6 és llarga i no lescriurem aqui.

Sigui (2,8, 1) un espai de mesura.
o . ) dv
Sigui v una mesura absolutament continua respecte p amb densitat f = i
m

Sigui X:Q — R una funcid mesurable.
Aleshores, la integral de X respecte v existeix sii la integral de X - f respecte p existeir,

i, en cas afirmatiu,
/XdV:/X-fdp. (2.4.2)
Q Q

En particular, X és integrable respecte v sii X - f €s integrable respecte .

Demostracié: Farem la demostracié suposant successivament que X és un indicador, una
funcié elemental positiva, una funcié mesurable positiva i una funcié mesurable arbitraria.

1) Indicadors: X =14, A € 3.

/QlAdz/:u(A):/AfdM:/QlAjdy.

2) Elementals positives: X = > a;-14,, 4; € F.
i=1

1=

Xdv = ai/lAidV: ai/lAi'fd,u:/X-fd,u.
/Q ; Q ; Q Q

3) Mesurables positives: Sigui {X,, }nen una successié creixent de funcions elementals
positives amb lim X, = X.

n—oo

Observem que {X,, - f}nen és una successié creixent de funcions positives convergent a
X-f.

/Xdu: lim /Xndy: lim Xn~fdu(:1)/X-fdu.
Q Q Q

n—00 n— oo Q

M) Utilitzem aqui el Teorema de la Convergencia Monotona, o, si es vol, com que les
funcions sén positives, la Proposicié 2.2.11, propietat 4).
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4) Mesurables arbitraries:
Gracies al cas anterior,

/52X+d1/:/QX+~fdu:/Q(X-f)+du
/QX_du:/QX_-fd,u:/Q(X-f)_du.

Per tant, la integral de X respecte v existeix sii la integral de X - f respecte p existeix.
En cas afirmatiu,

/QXdu:/QX+duf/QX*dy:/Q(X~f)+duf/Q(X~f)*du:/QX~fdu -

. : : . ., dv .
La proposicié anterior explica el perque de la notacié I per representar la densitat

f: la férmula (2.4.2) s’obté fent la substitucié formal dv = f dpu.

2.4.11 Aplicacions

Veurem P’aplicacié dels resultats d’aquest apartat al calcul efectiu d’integrals.

1)

Considerem l’espai de mesura (R, B(R),p), amb u < A (essent A\, com sempre, la
d
mesura de Lebesgue). Sigui f = —'u.

X

Sigui g: R — R una funcié mesurable. Volem calcular la seva integral respecte .
Tindrem que

/ 9(z) p(dr) = / o) f () M) | (2.4.3)
R

R
i aquesta ultima és la integral ordinaria sobre R que habitualment notem

/R o) f(z) da .

Naturalment, el primer que ens interessa saber és si la integral de g respecte p
existeix o no. Pero gracies a la Proposicié 2.4.10, aix0 és equivalent a la mateixa
questié formulada per a la integral de gf respecte A.

Considerem ’espai de mesura (R, B(R), m), on m(A) = card(ANN), A € B(R). La
funcié de conjunt m és una mesura que s’anomena mesura comptadora de naturals,
per raons evidents.

Sigui g: R — R una funcié mesurable. La integral de g respecte m és

/Rg(x)m(da?) = Zg(n) . (2.4.4)

n=1

Es deixa com a exercici comprovar (2.4.4) usant la via habitual indicadors — ele-
mentals — positives — arbitraries. La funcié g és integrable respecte m sii la serie
>~ g(n) és absolutament convergent. El cas de les séries condicionalment conver-
n>1

gents es correspon a les anomenades integrals impropies, que no ens interessen per
a res aqui. Deixant de banda aquestes series, en les quals el concepte de suma esta
lligat a un particular ordre de sumacié, podem dir que la Teoria de Series és la Teoria
de la Integracid a ’espai de mesura (R, B(R), m).

Una mesura 4 en (R,B(R)) és absolutament continua respecte m sii es pot escriure

com
oo
W= E by ,
n=1
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onVn €N, a, € Rié, és la delta de Dirac en el punt n. Una tal mesura no és
absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue (a menys que sigui p = 0)
doncs aquesta dona mesura zero als conjunts d’un sol element.

d
La densitat f = d—ﬂ compleix f(n) = ay,, Vn € N. (Fora dels naturals es pot definir
m

de qualsevol manera, puix que m(R — N) = 0.) En efecte,

HA) = 3 anbo( ) = 3 an = [ fla)mda)

neA

Si X:R — R,
/RXd/A:/Rdem:nZ:IX(n)f(n).

Finalment, observem que tota funcié X:R — R és igual m-q.p.t. a una funcié
definida només sobre els naturals (la restriccié de X a N.) Per tant, pel que fa a la
integracid, 'espai (R, B(R), m) és equivalent a (N, P(N), m), que resulta de restringir
m a la o-algebra P(N) C B(R).

En els casos 1) i 2) hem partit de probabilitats en (R,%(R)). Farem jugar ara el
Teorema de la Mesura Imatge, partint d’un espai de mesura qualsevol.
Siguin (€, §, 1) un espai de mesura i X: ) — R una funcié mesurable. Per calcular

la integral [ X dpu, la idea és trobar una integral equivalent sobre (R,B(R)). Fem
Q
Iartifici segiient:

o X, r_1L g

)

on I és laplicacié identitat x +— xz. Apliquem el Teorema de la Mesura Imatge a
aquesta situacié:

/Xd,u:/IOXd,u:/IduX:/x,uX(dx),
Q Q R R

d
i ja estem en el cas real. Ara, per exemple, si f = %, I’dltima integral és igual a

/R of(x)de

dpx
isif= . no és més que
o0

> nf(n).

n=1

Més en general, si volem calcular / goX du, on g: R — R és una funcié mesurable,
0

i coneixem la mesura imatge px, llavors considerem

i obtenim
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2.5 Variables aleatories

2.5.1 Definicié
Quan es considera una probabilitat P en un espai (£2,§), una funcié mesurable X:Q —
R (o R) s’anomena també variable aleatoria (o variable, per abreujar).
En general, si (F,€) és un altre espai de mesura, una funcié mesurable X: Q) — F
s’anomena variable aleatoria E-valuada. En el cas (E, €) = (R”, B(R")) o (R", B(R")),
es diu també que és un vector aleatori.

Un espai de probabilitat (€, §, P) és I'objecte matematic que s’utilitza per modelar
un experiment aleatori. Cada element w € €) és un possible resultat de ’experiment i
P(A) és la probabilitat que el resultat pertanyi a ’esdeveniment A.

Una variable aleatoria representa el mecanisme mitjangant el qual s’observa l’experiment.
Precisant una mica més, se suposa que no s’observa w directament, siné que per a tot
B € B(R), es pot decidir si X(w) € B o X(w) ¢ B.

2.5.2 Definicié
Sigui (€2, §, P) un espai de probabilitat.
Sigui X: Q) — R una variable aleatoria.
La mesura imatge de P per X és una probabilitat Px en (R, B(R)) (recordem: Px(B) :=
P(X~1(B))) que s’anomena llei de la variable X (o també, distribucié de X).

2.5.3 Observacié
Es immediat veure que si una probabilitat P en (R, B(R)) és tal que P({—00,+00}) = 0,
aleshores restringida a (R, B(R)) és també una probabilitat.
Reciprocament, tota probabilitat en (R, B(R)) s’estén de manera tinica a una probabilitat
en (R, B(R)): la que compleix P(B) = P(BNR), per a tot B € B(R).
Per tant, si X és una variable aleatoria complint P({X € {—o0,4+00}}) = 0, es pot
definir la seva llei com una probabilitat en (R, B(R)), i aix{ es considera sempre.

2.5.4 Exercici
Si dues variables aleatories sén iguals P-q.s., aleshores tenen la mateixa llei (vegeu el
Problema 2.6). En particular, si X:Q — R és una variable aleatoria tal que P({X €
{—00,+00}}) = 0, aleshores té la mateixa llei que una certa variable Y: Q — R.

2.5.5 Definicié
Sigui X:) — R una variable aleatoria tal que P({X € {—o00,+00}}) = 0.
S’anomena funcié de distribucié de X la funcié de distribuci6 de la llei de X (considerada
en (R, B(R)), naturalment). Se sol escriure Fx.

Fx(z):= Px(]—o0,2]) = P{X <z}), zeR.

2.5.6 Definicié
Sigui (€, §, P) un espai de probabilitat.
Sigui X: Q) — R una variable aleatoria tal que la seva integral respecte P existeix.
Aquesta integral s’anomena també esperanca de X. S’escriu E[X].

E[X] := /QXdP .

2.5.7 Observacio
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2.5.8 Definicid

2.5.9 Exercici

2.5.10 Observacié6

2.6 Espais LP

Gracies al Teorema de la Mesura Imatge, I’esperanca de X es pot calcular (o determinar
la seva existéncia) mitjangant una integral sobre R, si coneixem la seva llei:

E[X] = / x Px (da) .

R

Més en general, si g: R — R és mesurable,
Ego X] = [g(x) Py (de) . (2.5.1)
R

En cas que P({X € {—o00,+00}}) = 0, la integral (2.5.1) és sobre R, per 1’Observacié
2.5.3. I llavors, si Px resulta ser absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue
o la mesura comptadora de naturals, el calcul es redueix a una integral ordinaria o a la
suma d’una serie, respectivament.

Sigui p > 1.

E[XP], si existeix, s’anomena moment d’ordre p de X.

S’anomena variancia (Var[X]) d’una variable aleatoria X el moment d’ordre 2 de X —
E[X], si aquesta expressi6 té sentit. Es a dir,

Var[X] := E [(X — E[X])?] .

Observeu que la variancia sempre és positiva. S’anomena desviacié tipus de X (o[X])
I’arrel quadrada positiva de la variancia de X.

o[X] :=+/Var[X] .

Es també habitual escriure la variancia com o?[X].

La variancia és igual al moment d’ordre 2 menys el quadrat del moment d’ordre 1, sempre
que aquest ultim sigui finit.

Els conceptes d’esperanca, variancia i desviacié tipica, i en general el moment d’ordre p
d’una variable i qualsevol quantitat que en sigui funcid, només depenen de la llei de la
variable, no de la variable en si, per la qual cosa es parla també d’esperanca, variancia,
etc. d’una probabilitat en (R, B(R)).

Es molt important distingir entre variable aleatoria (funcid) i llei de la variable aleatoria
(probabilitat). Dues variables diferents, definides fins i tot sobre espais de probabilitat
diferents, poden tenir la mateixa llei.

En aquest apartat no farem cap detall. Es deixen com a exercici al lector emprenedor.
Vegeu el Problema 2.10 (alguns apartats sén dificils).

Sigui (€2, §, P) un espai de probabilitat.

Notem per £° el conjunt de totes les variables aleatories X:Q — R (no permetem de
moment valors infinits.) S’escriu £°(Q,§, P) si cal indicar a quin espai de probabilitat
ens referim.

L% és un espai vectorial sobre R, amb les operacions naturals de suma de funcions i
producte per escalars.
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Sigui p > 1.

Definim £ := {X € £L°: E[|X|P] < 400} .
LP és un subspai vectorial de £°.

Si 1< p<q, aleshores L7 C LP. Es té:

LODL' D DLPDLID (2.6.1)

En cada espai £, definim la relacié d’equivaléncia
X~Y <« X =Y qgs.
La relacié ~ és compatible amb ’estructura d’espai vectorial, és a dir,

X, ~Y
Xy~ Yo

X~Y=aX~aY (a€R).

}:>X1+X2NY1+YQ

Gracies a aquesta compatibilitat es pot definir I’espai vectorial quocient LP := ﬁp/N .
Els elements de LP sén classes de variables aleatories. Cada classe esta formada per una
variable aleatoria i totes les que sén iguals a ella quasi segur. Aix0 no obstant, quan es
traballa a ’espai LP, en lloc expressions com ara « [X] = [V] » per denotar la igualtat, se
segueix escrivint « X =Y q.s.» o bé « X =Y en LP », i en general es continua pensant
en termes de variables aleatories, encara que conceptualment els elements de LP no ho
son. Per exemple, hom escriu: « Sigui X:QQ — R tal que X € LP». I encara més:
Com que una variable aleatoria a valors en R és susceptible de coincidir quasi segur amb
una variable a valors en R (aixd passa sii P({X € {—o0,+00}}) = 0), té sentit escriure:
« Sigui X:Q — R tal que X € LP ).

Per p > 1, definim en L? una norma:

= ([ pxrar)”

En efecte, | - |, és una norma. O sigui,
1) | X|p=0&X=0 (enLPlie X=0gqs.)
2) VaeR, [aX]p, = la] - [X],
3) 1X+ Y], <[X[p + 1Yy

(El pas al quocient s’ha fet exclusivament per tenir la implicacié | X |, =0= X =0.)
Un espai vectorial amb una norma és un espai normat:

(LP,|-|p) és un espai normat.
Tot espai normat és un espai metric, amb la distancia
dX,Y)=|X-Y].

En el nostre cas, estem definint en L? la distancia
1/p
L) =X <], = ([ 1x-vpar)”".
Q

L’espai metric (L?,d,) és complet, és a dir, tota successié de Cauchy és convergent.

No hi ha cap inconvenient a definir analogament els espais LP (€, §, ), amb p una mesura
qualsevol, perd la cadena d’inclusions (2.6.1) només es pot assegurar si p és finita.
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2.7 Problemes

2.1

2.2

2.3

24

2.5

Sigui (£2,F) un espai mesurable. Sabem que una funcié X:Q — R és mesurable sii
{weQ: X(w)<b}eF WeR.

Demostreu que si en aquesta expressié substituim X (w) < b per X(w) < b, X(w) > b
0 X(w) > b, s’obtenen condicions equivalents.

Sigui (2, F) un espai mesurable, i siguin X, Y:Q — R funcions mesurables.
Demostreu que els subconjunts de () segiients sén mesurables:

(X <Y}, {X<Y}, {X=Y} i {X#£Y}.

Atencio: No val utilitzar que la suma de funcions mesurables és mesurable, perque
precisament la demostracié que tenim d’aixo (Proposicié 2.1.16) es basa en el que es
vol demostrar aqui.

Idea: Demostreu que el primer conjunt és mesurable usant d’alguna manera que el
conjunt dels nombres racionals és numerable i dens en R. La mesurabilitat dels altres
conjunts es dedueix facilment a partir de la del primer.

Sigui (€2, §, 1) un espai de mesura.
a) Sigui X: Q) — R mesurable tal que

/Xdu:O, VAEF.
A

Demostreu que X =0 p-q.p.t.
b) Suposant que X,Y:Q — R s6n integrables, demostreu utilitzant 'apartat a) que

/Xdug/de, VAeF = X<Y pqpt
A A

¢) Sota la hipotesi addicional que p sigui o-finita, demostreu el mateix que a l'apartat

b) suposant només que les integrals de X i Y existeixen.

Idea: Suposant que p és finita, considereu els conjunts 4, = {w € 2 : X(w) >

Y(w)+ 1, [Y(w)] < n}iobteniu u( Ole A,) = 0. Després considereu B, = {w € Q :
n=

Y(w) = —00, X(w) = —n} i obteniu ,u( Oﬁl Bn) =0.
n=
Demostreu, a partir del Lema de Fatou, el segiient “Lema de Fatou invertit” que

s’utilitza en la demostracié del Teorema de la Convergencia Dominada:
Sigui { X, }nen una successié de funcions mesurables X,,: 2 — R tal que

/ sup X, du  existeix i és #£ 400 .
Q neN

Aleshores, les integrals de X,,, Vn, i de lim X,, existeixen i
n—oo

/ Tm X, dp> Tm | X, dp .
Q Q

n—oo n—oo
Sigui (€2, §, 1) un espai de mesura. En la situacié

X 9

Q R R
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2.6

2.7

sabem que / 9(X)dp = /g(a:),ux(d:t) (Teorema de la Mesura Imatge), i 'dltima
Q R

integral es pot calcular com una integral respecte una mesura més facil v si ux < v
(Teorema de Radon—Nikodym).

a) Comproveu que si X pren valors en N (i.e. ImX C N), aleshores ux < m (on m
representa la mesura comptadora de naturals) amb densitat f(n) = p{X = n}. Per
tant, es té la férmula

[ aX)di =3 gm{x =}
n=0

En particular, si (2, §, P) és un espai de probabilitat, 'esperanca de la variable aleatoria
g(X) es pot calcular com

E[g(X)] =Y g(n)P{X =n} .

b) Generalitzem la situacié anterior: Sigui M un subconjunt numerable de R. Definim
la mesura comptadora d’elements de M com

my(A) :=card(ANM), AeBR).

Comproveu que mj; és una mesura discreta.
Suposem que Im X C M. Demostreu que pux < mps, que aixo implica que px és també
discreta, i que

/Q o(X)dp =3 glm)p{X =m} .

meM

Nota: Silespai (92, F, i) ja és ell mateix numerable, llavors es pot demostrar directament
que

/Q o(X)dp =3 g(X(@)n({w}) -

weN

No cal doncs usar el Teorema de la Mesura Imatge ni el de Radon—Nikodym en aquest cas
per tenir una férmula facil. Tanmateix, el punt de vista que hem desenvolupat permet
oblidar totalment 'estructura de ’espai de mesura (€2, §, 1) 1 unifica procediments.

Siguin (Q,F, 1) un espai de mesura i (E, &) un espai mesurable.
Siguin X,Y: ) — E funcions mesurables tal que X =Y u-q.p.t.
Demostreu que les mesures imatge de p per X i per Y coincideixen.

Considereu un experiment aleatori en que se sorteja un nombre natural n amb proba-
bilitat P({n}) = %, Vn = 1,2,3.... Segons el nombre resultant, rebem una certa
quantitat de diners, especificada per una funcié X (n).

En T'espai de probabilitat convenient, X sera una variable aleatoria que ens donara
el guany obtingut en una realitzacié del joc descrit. Com veurem més endavant,
lesperanca E[X] representa, si existeix, el guany mitja que un pot esperar a la llarga si
hi juga moltes vegades.

Calculeu E[X] (si existeix!) en cadascun dels casos seglients:

a) X(n)=n.

b) X(n)=-2m".

¢) X(n) = % (en aquest cas paguem o cobrem segons el nombre sigui parell o
imparell, respectivament).
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2.8

2.9

2.10

Els classics teoremes de canvi de variable del Calcul d’Integrals sén casos particulars
del Teorema de la Mesura Imatge. Considereu per exemple la situacié segiient:

X 9

R R R

amb X de classe O, estrictament creixent i bijectiva.
Demostreu que

/(goX)(t) dt = /g(x) (X~} (x)) da |
R R
D’habitud, ens referim a aquesta férmula dient que « fem el canvi t = X~ !(z) en

[aox)wr.
R
Idea: En vista del Teorema de la Mesura Imatge, es tracta de demostrar que, essent A

d
la mesura de Lebesgue, es té % =(X"1y.

Siguin I =Ja,b[ i J =|e,d[ dos intervals oberts de R (no necessariament acotats), i
sigui g: I — J un difeomorfisme de classe C'!.
Sigui X:Q — R una variable aleatoria que pren valors en I (Im X C I), i la llei de la
qual té una densitat fx respecte la mesura de Lebesgue.
a) Demostreu que la variable aleatdria ¥ = g¢(X) també té una llei absolutament
continua respecte la mesura de Lebesgue i calculeu la seva densitat.
b) Aplicacié: La funcié f(z) = 7-1(,4(2), on a < b, és la densitat d’una probabilitat
en (R, B(R)) que s’anomena llei Uniforme en [a,b]. Sigui X una variable aleatoria amb
aquesta llei. Calculeu E[X?] de dues maneres:

1) Usant només la llei de X.

2) Calculant primer la llei de X2.
¢) Aplicacié: La funcié f(z) = Ae 1y ;oo((x), on A € ]0,400], és la densitat d'una
probabilitat en (R,B(R)) que s’anomena llei Exponencial de parametre . Sigui X
una variable aleatoria amb aquesta llei. Calculeu l'esperanca i la variancia de Y = eX
obtenint primer la densitat de la llei de Y.

Espais LP. Sigui (,§,P) un espai de probabilitat. Notem per LY I'espai vectorial
sobre R de totes les variables aleatories X: Q) — R. Per p > 1, sigui LP el conjunt de
variables aleatories que tenen moment d’ordre p finit.

a) Comproveu que LP és un subspai vectorial de £°. Idea: Useu |a+b|P < 2P(|a|P+|b|P).
b) Demostreu la Desigualtat de Holder:

Si p,q > 1 estan relacionats per % + % =1,i X€LP i Y €LY, aleshores XY € L' i

1/p 1/q
/QIXY\dP< (/Qle”dP> (/Q|Y\qu) .

¢) Demostreu la Desigualtat de Minkowski:
Sip>11i X,Y € LP, aleshores

1/p 1/p 1/p
(/Q|X+Y|de) <(/Q|X|de) +</Q|Y\de) .

Idea: Useu la Desigualtat de Holder.

d) Demostreu que 1 < p < ¢ = L9 C LP. Idea: Useu la Desigualtat de Holder.

e) En cada LP, definim la relacié X ~Y < X =Y g.s. Comproveu que és una relacié
d’equivalencia compatible amb I'estructura d’espai vectorial. Notem LP := EP/N I’espai
vectorial quocient.

f) Per p > 1, definim en LP la norma

1= ([ xirar)”
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2.11

2.12

2.13

2.14

Comproveu que efectivament es tracta d’'una norma.
g) Comproveu que una variable aleatoria acotada esta en tots els espais LP.
h) LP és un espai metric amb la distancia

dp(X,Y) = |X =Y, .

Demostreu que es tracta d’un espai metric complet (i.e. tota successié de Cauchy és
convergent. )

Si p i v sén dues mesures, aleshores una funcié mesurable X és integrable respecte p+v
sii és integrable respecte p i respecte v, i en cas afirmatiu es té

/Xd(;Hrz/):/Xd,u+/Xd1/.
Q Q Q

Sigui X una variable aleatoria amb funcié de distribucié F' continua.
a) Demostreu que la variable Y = F(X) segueix la llei Unif([0,1]) (uniforme en [0, 1]).
Idea: Si F té inversa F~!, és facil. Si F no té inversa, es defineix la pseudo-inversa de
F com

FOU(y) = sup{z: F(z) <y}, ye]0,1[.

Comproveu que F(F(Y(y)) =y, Yy € ]0,1][, i per tant la demostracié es fa analogament
al cas en que existeix inversa.

b) El resultat de 'apartat a) és util per fer que un ordinador generi valors d’una variable
aleatoria amb una llei determinada:

La majoria de llenguatges de programacié incorporen una funcié que fa que ’ordinador
generi un valor en [0, 1] seguint la llei Unif([0,1]) (com es fa aix0 és una altra qiiestio,
gens trivial). Suposeu que teniu aquest generador de valors d’una variable Y amb
llei Unif([0,1]). Expliqueu com, usant l'apartat anterior, pot simular-se una variable
aleatoria X amb llei exponencial de parametre \.

Sigui (€2, §, ) un espai de mesura amb p una mesura finita. Sigui { X, },,en una successié
de funcions X,:{) — R integrables respecte p que convergeix uniformement a una
funciéo X:Q — R.

Demostreu que X és integrable respecte a p i

/Xd,u:hm X, du .
Q Q

n—oo

Nota: Aix0 s’anomena de vegades Teorema de la Convergencia Uniforme. Es 1'inic
teorema de convergencia que val en la Teoria de la Integral de Riemann.

Donat un espai mesurable (£2,F), podem considerar el conjunt M de totes les mesures
sobre aquest espai. Definim en M larelacié p~v & (u << v 1 v < p).
a) Demostreu que ~ és una relacié d’equivaléncia en M.

dp

b) Demostreu que, per mesures p i v o-finites, es té pu ~ v sii la densitat f = W
v

compleix f > 0 v-q.s.
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3. Producte d’espais de mesura

3.1 Producte d’espais mesurables

3.1.1 Definicidé

3.1.2 Observacid

3.1.3 Definicid

3.1.4 Observacid

Sigui {(, §i) bier una familia arbitraria d’espais mesurables.
Sigui 2 := x ; (producte cartesia de la familia {Q;}ier.)
il

Siguin 7;: Q — Q;, i € I, les projeccions de €2 sobre els seus factors.

S’anomena o-dlgebra producte de {§;}icr la o-algebra de P(§2) generada per {m;};cs. La

notarem § = ® F;. (Observeu l'analogia amb la definici6é de topologia producte, que és
i€l

la minima topologia que fa continues les projeccions.)
Equivalentment, ® §; = O'<{7T;1(AZ') i A; € Fi, i € I}>. Un conjunt de la forma
iel

7; 1(A;) és un cilindre de base A;.

(Q,3) és I'espai mesurable producte de {(2;,8:) bier -

En la situacié de la definicié anterior, si (E, &) és un altre espai mesurable, aleshores
X:E — () és mesurable sii Vi € I, m; o X: E — §; és mesurable. Es conseqiiencia
directa de la Proposicié 2.1.6.

La definicié anterior és molt general, perd només ens interessara el cas en que la
familia d’espais mesurables és finita. En tal situacio, la o-algebra producte es pot definir
d’una altra manera equivalent, en termes de “rectangles” en lloc de “cilindres”.

Sigui (€2, §) lespai mesurable producte de la familia finita {(2;, §;) %, .
S’anomena rectangle mesurable tot subconjunt de € de la forma A; x - - x A4,, (producte
cartesia), amb A; € §;.

La o-algebra generada pels rectangles coincideix amb la generada pels cilindres. Aixo és
immediat del fet que tot cilindre és un rectangle mesurable,

Wfl(Ai):QlX"'XQZ'_1XA¢><Q¢+1X"'XQ”,

(2
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i tot rectangle és interseccié finita de cilindres,

A1><~'-><An: 6 71'-_1(141‘).

3.1.5 Exercici
La collecci6 dels rectangles mesurables és una semialgebra. Es demostra igual que en el
cas dels intervals de R™ (vegeu el Problema 1.10).

3.1.6 Proposicié
Sigui (Q,F) Uespai mesurable producte de (1,81) 1 (Q2,T2).
Sigui (E, €) un espai mesurable.
Sigui X:Q — FE una funcid mesurable.
Aleshores, per a cada wi € Q1, la funcid parcial

Q2 X(wl, ) E

wo ————— X (w1, w2)

és mesurable.

Demostracio: Gracies a I’Observacio 3.1.2, la injeccid

QQL)Ql X Q2

Wy —— (w1, w2)

és mesurable, perqué composta amb cadascuna de les projeccions déna lloc a una funcié
mesurable (obtenim la identitat o bé una funcié constant).
X (w1,-) és la composicié de mesurables X o, , i per tant és mesurable.

L’enunciat val també, és clar, per laltre funcié parcial X (-, ws): @y — E, i per un
producte finit qualsevol d’espais mesurables.

3.2 Producte finit d’espais de mesura

Volem construir mesures en un espai mesurable producte (finit) a partir de mesures en els
espais factors. De fet, ho farem per dos espais. Aplicant iterativament el procediment es
fa la construccié sobre un producte finit qualsevol (Observacié 3.2.4, 3), més endavant).
L’eina basica és el concepte que definim tot seguit.

3.2.1 Definicié
Una mesura de transicié d’un espai mesurable (£21,F1) en un altre espai mesurable
(Q2,F2) és una aplicacié

T: 0 X Fo —— [0, 400]
tal que
1) Vwy € 4, 7(w1,+): F2 — [0, 4+00] és una mesura en (2, F2).

2) YAz € Fo, 7(+, A2): 23 — [0, 400] és mesurable.
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Quan la imatge de la funcié 7 és [0, 1], diem que és una probabilitat de transicié. g

Les probabilitats de transicié modelen la situacio segiient: Si 21 i 25 sén els conjunts
de resultats de dos experiments aleatoris, T(wi, As) representa la probabilitat que es
produeixi As en el segon experiment sabent que w; és el resultat del primer.

Un cas particular important és aquell en qué 7(-, As) és una constant 7(As), per a
cada A, € §o. Aleshores

7 Fo—1[0,1]

A2 o T(AQ)

és una probabilitat en (22, F2). Aix0 vol dir que el segon experiment no esta influit pel
resultat del primer. Podem dir que sén “experiments independents”. Precisarem més
endavant el concepte d’independeéncia, que és fonamental.

3.2.2 Definici6
Una familia de mesures {yu;}icr en un espai mesurable (£2,§) és uniformement o-finita

o0
sii existeix una descomposici6 2 = U1 B,,, amb B,, € §, i constants K,, € R tals que
n=

VneN, Viel, (B, <K,.

3.2.3 Teorema de la Mesura Producte
Sigui (1,81, 1) un espai de mesura, amb p o-finita.
Sigui (Q2,F2) un espai mesurable.
Sigui 7: Q1 X Fo — [0, +00] una mesura de transicid tal que la familia de mesures
{T(w1,) o e, €s uniformement o-finita.
Aleshores:

1) FEzisteiz una unica mesura v en (21 X Qa,F1 Q@ Fa2) tal que

V(Al X Ag) = /A T(u)l,Ag) u(dwl) . (321)

2) Si X:Q x Qy — R és una funcié (F1 ® F2, B(R))-mesurable i la integral de X
respecte v existeix, aleshores:
La funcio

o R

Wy —— X (w1, wsz) 7(wr, dws)
Qo

esta ben definida p-q.p.t. w1 € Q1, és mesurable (definida com a zero, per exemple,
alla on la integral no existeizi), la seva integral respecte u existeiz i

/leﬂszV = /91 ( o, X(WLWZ)T(wl,dLUg)) p(dwr) (3.2.2)
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Demostracio:

1) Veurem que v definida per (3.2.1) és una funcié de conjunt positiva o-additiva i o-
finita sobre la semialgebra dels rectangles mesurables. Pels resultats de I’Apartat 1.2,
v determinara una tnica mesura en la o-algebra generada pels rectangles, és a dir, en

51 ® Fa.

La positivitat és evident. Vegem que v és o-finita:
Sigui {By}een C &1 tal que Q; = ;Lijl By i pu(Bg) < 4o0.

Sigui {Ch, }men C F2 tal que Qg = 0@1 Cm 1 7(-,Cn) < Kpy < +00.

Llavors, Q; x Qs = U By x Oy i
1

Lm=

v(By x Cp) = /

T(w1, C) p(dwy) < / Ky p(dwy) = Kpu(Bg) < 400 .
By By

Vegem finalment que v és o-additiva: Sigui A; x Ay = :&jl AT x Ay, amb AT € §; i
AS € §o.

oo

Sovaf x4 = 3 | Lo 43) )

&) Z\/Q IA?(Wl)L 1Ag(w2) T(wl,dw2) ,u(dwl)

n=1

M

/ / Lap g (1, w2) 7(wr, dws) p(dr)
1 Ql Qz

n

2)

= / 14, x4, (W1, wo) T(w1, dws) p(dwr)
o Jas,

- /S; 1A1 (wl)T(wlaAQ) /’L(dwl) = V(Al X AQ) ’

) Definicié de 7.

2 N . ,
) Pel Teorema de la Convergencia Monotona (dues vegades). Només cal pensar la
serie com a limit de sumes parcials.

2) Usem el cami habitual indicadors — elementals — positives — arbitraries.
a) Indicadors: X (wy,ws) = 14(w1,ws).
Farem un argument de “bons conjunts”. Definim

e:{Ae&@@Q;

Wy — 14 (w1, ws) T(wy,dws) esta ben definida u-q.p.t. i és mesurable,
Qs

v(A) =/Q (/Q 1A(”17W2)T(w1adw2)) M(dwl)} :

Volem veure que € = §1 ® §o.

i) € conté la semialgebra & dels rectangles mesurables:
Sigui A = A; x As. L’existencia, Vwi, de la integral sobre (25, és Obvia perque
lintegrand és positiu. La funcié és igual a 1 4, (w1)7(w1, A2), producte de dues
funcions mesurables, i doncs mesurable. Finalment,

Z/(A1 X Ag) = /Q 14, (wl)T(w1,A2) ,u(dwl)

:/Q (/Q 1A1(w1)1A2(w2)T(w1,dW2)> pi(dwr)
— /Q1 (/Q2 14, xA,(wW1,ws) T(w1,dw2)) p(dwr) .
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ii) € conté I'algebra a(&):
Sigui A = kéﬁ Ak x Ak amb Ak € §y, Ak € 3.
=1
La funcié w; —— 14(w1,ws) T(wy,dws) és suma de les funcions wy; —
Qo

/ 1 gk ak (w1, w2) T(w1, dwz), que sén mesurables per 7).
Q2

v(A) = (A’c x Ab)

/ (] Lageasr.a) rer, o)) ()

Il
S Ms i Mz

(/ﬂ La(wi,wo) T (ledw2)> p(dwy) .

iii) € és classe monotona:
(En el cas en que 7(w1,-) 1 p s6n mesures finites, el que segueix queda conside-
rablement simplificat. Es recomana escriure la demostracié en aquest cas.)
Siguin {By}tsen 1 {Cm}men com en 1).
Definim
/Lg(Al) = /L(Al N Be) s Al € 5§
Tm(wl,AQ) = T(w1,A2ﬂC'm) s Agegg .

Es comprova immediatament que gy sén mesures finites sobre §1, que 7, sén
mesures de transicié de (Q1,F1) en (Q2,§2) complint 7, (w1, Q2) < Ky, Vor, 1
que

oo oo
on = E e i wlv E Tm wlv
(=1 m=1

Sigui v, la mesura construida com en 1) partint de 7,,, 1 pe. Es té que vy, 6s
finita i que

(es suficient comprovar la igualtat sobre rectangles mesurables; cal usar una
versio del problema 2.11 per a sumes infinites de mesures i integrand positiu;
es deixa com a exercici al lector).

Sigui {4, }nen una successié monotona d’elements de €. Sigui A = nlgrgo A,
Aplicant el Teorema de la Convergencia Dominada (la funcié idénticament igual
a 1 domina), la successié de funcions

wyp 14, (w1,w2) Ty (w1, dws) (3.2.3)
Qo

convergeix a

Wy —> 14 (w1, ws) T (w1, dws)
Q2

Com que les funcions (3.2.3) sén mesurables, el seu limit també ho és.
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Finalment,
V(A) - Z ZVZ,m<A) (2 Z ZT}L Vy m(An)

m=1 (=1 m=1 (=1

= Z Z lim / (/ 1An(w1,w2)7'm(w1,dwz))ﬂe(dwl)
m=1 (=1 e Joy Q2

2 Z Z/ (/ 1A(w1,WQ)Tm(OJ1,du)g))ue(dwl)
m=1¢=1"7 Qo

:mz_l/gl (/92 lA((UhuJQ)Tm(wl,dWQ)),u(dwl)

® o z::l (/Q2 1A(w1,w2)7'm(w1,dw2))u(dw1)

= /91 Z/QQ 1A(w1,w2)7(w1,dwz))u(dwl) :

(M) Per la continuitat de les mesures finites sobre successions monotones.
@ Apliquem dues vegades el Teorema de la Convergencia Dominada.
® Apliquem el Teorema de la Convergencia Monotona.
w) C=F1®@F2:
Es conseqiiéncia de 1), i), i el Teorema de les Classes Monotones.
b) Elementals positives:
Només cal aplicar que la suma de funcions mesurables és mesurable i la integral de
la suma és la suma d’integrals, tenint en compte que totes les funcions involucrades
son positives.
¢) Mesurables positives:
Sigui X = lim X,, on {X,}nen és una successié creixent de funcions elementals
n—oo

positives. Per definicié,

X(wi,ws) 7(wr,dws) = lim Xn (w1, w2) T(w1, dws) . (3.2.4)
Qo n—00 Qo
La funcié
wy — X(wr,ws) 7(wr, dws)
Qo

és doncs mesurable pel fet de ser limit de mesurables.

1

/ Xdv = lim X, dv = lim ( Xn(wr,ws) T(wl,dwg)) p(dw)
Q1 xQ o NJa,

n—oo QlXQQ n—oo

N

>/Q ( i X(W1,WZ)T(wladw2)> fi(dwr) -

@) Per b).

@ Apliquem el Teorema de la Convergencia Monotona dues vegades. La successié
d’integrals de (3.2.4) és creixent i positiva.

d) Mesurables arbitraries:

Suposem que / X7 dv < +00. El resultat de ¢) aplicat a X~ implica
Q1 X0

u({wl cQ: X~ (w1, ws2) T(w1, dws) = +oo}) =0,

Qo2
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3.2.4 Observacions

1)

i per tant, la funcié

wy — X(wi,ws) 7(wr, dws)
Qo

= X+(w1,w2)7(w1,dw2) - X7 (w1, w2) T(w1, dws)
Qs Qs

esta ben definida p-q.p.t. wi € ;. Finalment, obtenim

/ XdV:/ X+du—/ X" dv
Q1 xQ0 Q1 X0 Q1 xQ2

@ /Ql ( o, X(wl,uJQ)T(whde)) p(dwy)

Es fa analogament si suposem Xtdv < 400 .
Ql X 522

@ Per ¢).

El Teorema parteix de l’existéncia de la integral de X respecte v. Es natural pre-
guntar si el calcul de les integrals iterades de (3.2.2), suposant que tingui sentit, ens
diu alguna cosa sobre lexisténcia del primer membre de (3.2.2) i la igualtat. En
principi, la resposta és no; pero si que la igualtat és certa si

/Ql (/Q2 |X(w1,w2)|7(w1,dw2)) pi(dwy) < +oo

(vegeu el Problema 3.7).

En el cas particular en que la mesura de transicié no depen de wy ( i aleshores 7 és
simplement una mesura o-finita en (Qs,§2)), la férmula (3.2.2) queda

/ Xdv= / X (w1, ws2) T(dws) p(dwr) |
Q1 xQ, Q JQ,

i és coneguda com a Teorema de Fubini. El classic Teorema de Fubini en R2, on p i
T coincideixen amb la mesura de Lebesgue, n’és un cas particular.

El Teorema de la Mesura Producte també és cert, naturalment, partint d’una mesura
7 en (Q2,F2) 1 una mesura de transicié p de (22,F2) en (Q1,F1), obtenint-se la
féormula

/ Xdv = / ( X (w1, ws) ,u(dwl,wg)) T(dws) ,
Ql XQQ Q2 Q1

Per tant, si p és una mesura en (£21,F1) 1 7 una mesura en (Q9,J2)), i sota les
hipotesis del teorema, hom té la férmula d’intercanvi de ’ordre d’integracié

/ X (w1,ws) T(dws) p(dwr) = / X (w1, wsa) p(dwy) T(dws) .
Q1 JQo Qo J

El Teorema de la Mesura Producte es generalitza facilment al cas d’'un producte amb
més de dos factors. Només cal identificar 7 x---x§,, = (Q1 X+ x Q1) XQ,,, amb
la qual cosa queden identificades les o-algebres §1 Q- - ®@F, 1 (F1Q - @Fn—1) OFn,
i procedir iterativament: a partir d’una mesura en (21, F1) i una mesura de transicié
T es construeix una mesura vo en (21 X Q9,F1 ® F2); amb una mesura de transicié
73 d’aquest tltim espai mesurable en ({23, §3) s’obté una mesura en el producte dels
tres espais, i aix{ successivament. La férmula (3.2.2) pel cas de tres factors seria

/ X dvs =/ / X (w1, wa, w3) T3(W1, wa, dws) T2 (w1, dws) p(dwr) .
Q1 x Q2 x N3 Q1 JQ2 Q3
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3.2.5 Definicid

En el cas en qué 7 és una mesura en el segon espai ({2, §2), aleshores la mesura v en el
producte (21 X, F1 ®F2) s’anomena la mesura producte de i 7, is’escriuy = pxr. g

Observeu que la nomenclatura és una mica incoherent: el Teorema 3.2.3 s’hauria
d’anomenar més propiament “Teorema de la Mesura a I’Espai Producte”, ja que només
doéna lloc a ’anomenada “mesura producte” en un cas particular.

3.3 Independeéncia

3.3.1 Definicid

3.3.2 Definicid

3.3.3 Definicid

3.3.4 Observacid

El concepte d’independeéncia ocupa un lloc central en la Teoria de la Probabilitat. Es
caracteristic dels espais de probabilitat; no té extensié a mesures generals.

Sigui (2, §, P) un espai de probabilitat.
Dos esdeveniments A, B sén independents sii

P(ANB) = P(A)- P(B) .

Més en general, una familia arbitraria d’esdeveniments {A; };es és independent sii VJ C I,
J finit, es té

P(mAj):HP(Aj) O

icJ
J jed

La independencia d’una familia d’esdeveniments no és equivalent al fet que els seus
elements siguin independents dos a dos (vegeu el Problema 3.1).

Sigui {€;}ier, € C §, una familia de colleccions d’esdeveniments.
Diem que {€;};¢cs és independent sii tota familia d’esdeveniments {4;};cr, amb A4; € &,
Vi € I, és independent.

Sigui {X;: Q2 — R};c; una familia de variables aleatories.
Diem que {X,};cr és independent sii la familia de o-algebres {o<X;>};cr és indepen-
dent.

Anant enrera en les tres definicions anteriors, podem posar el concepte d’independéncia

de variables aleatories en termes d’independéncia d’esdeveniments:

{X;}ier és independent sii per a tot subconjunt finit {i1,...,in} C I, i per a tots

By,...,B, € B(R), es compleix

L’expressié a l'esquerra de la igualtat (3.3.1) és la manera habitual abreviada d’escriure
P({X“ S Bl} n---N {in S Bn})

en aquest context. Una altra forma equivalent és

P{(Xs,...,X5,) € Bix---xBp}) O

in
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3.3.5 Definicidé

3.3.6 Definicions

3.3.7 Observacio

3.3.8 Exercici

Generalitzant la definicié 3.3.3:

Sigui {(E;, €;)}ier una familia d’espais mesurables.

Per a cada ¢ € I, sigui X;: ) — FE; una variable aleatoria E;-valuada.

Diem que {X;};cr és independent sii {o<X;>}icr és una familia de o-algebres indepen-
dents.

Per abts de llenguatge, es parla d’esdeveniments, colleccions d’esdeveniments i vari-
ables aleatories independents, en lloc de families independents d’esdeveniments, etc. Cal
no confondre-ho amb la independéncia dos a dos.

Es defineix la llei i la funcié de distribucié d’un vector aleatori de manera similar al
cas de les variables aleatories reals.

Sigui (€2, §, P) un espai de probabilitat.

Sigui X: — R™ un vector aleatori, X = (X1,...,X,).

La mesura imatge de P per X és una probabilitat Px en (R™,B(R")) que s’anomena Ilei
de X (o llei conjunta de X1,...,X,).

En aquest context, la llei de X; es diu que és la llei marginal de X; en X = (X1,...,X,).
Analogament al cas X:Q — R, si P({X € {—0c0,+00}"}) = 0, la llei es pot considerar
com una probabilitat en (R™,B(R™)) i es pot definir la funcié de distribucié Fx de X
(o funcié de distribucié conjunta de Xy, ..., Xp):

Siz=(x1,...,2,) €ER",

Fx(z):= Px(]—o00,2]) = P{X1 < z1,..., X,y <z }) .

Com en el cas real, la funcié de distribucié determina la llei de X. No ho demostrarem.

La llei conjunta de X1, ..., X, determina les lleis marginals. En efecte,
PU{X;eB)=P({X; €R,....X; 1eER X; € B, X; 11 €R,..., X, €R}).

Quan té sentit parlar de funcions de distribucié, la funcié de distribucié d’una llei mar-
ginal es determina immediatament a partir de la conjunta:

Fy,(z;) = P({Xi < 7})

ZP({Xl eER,...; X;_1 eR X, < xi;XH—l eR,..., X, € R})

2 Jim P{Xy <z, Xior S2-1, Xy <3, Xi1 <@g, -, Xy S 20 })
J
J#i

= I]hl}noo FX(xl,...,xn) .
Jj#i

En canvi, les lleis marginals no determinen la llei conjunta.

M Aplicant la propietat de continuitat de les mesures per successions creixents.

Si Px < p11 X -+ X i, (una mesura producte en (R™,B(R™)) amb densitat fx, aleshores
cada X; té densitat

Ix;(z:i) = /R"i1 Ix(@y, .o mp) pa(dey) - pioy (dog—1)pivr (dwigr) - - - pn(dy)

respecte p; (vegeu el Problema 3.8).
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3.3.9 Proposicié

3.3.10 Proposicié

Siguin X;:Q — R, i = 1,...,n, variables aleatories amb lleis Py, .
Aleshores:

1) X4,..., X, son independents sii la llei del vector X = (X1,...,X,) és producte de
les lleis marginals:

PX:PX1X~"><PX

ot

2) X1,..., Xy son independents sii Fx(x1,...,2n) = Fx, (1) ... Fx, (zy), suposant
que tingui sentit parlar de funcions de distribucié (vegeu les Definicions 3.3.6).

Demostracio:
1) Siguin By,..., B, € B(R).
=)
Px(By x---xB,)=P{X1 € By,...,X, € Bp})
=P{X1€B1}):...- P{X, € By})
=Px,(By)-... - Px, (By) .
<)

P({X“ S Bi1a~'~7Xim c Bzm})
=P({X;, €Bi,,...,Xi,, € Bi,; X; ERVj #i1,...,im})

2) La funcié de distribucié de la probabilitat producte de Px,,..., Px, 6és

(Px, x =+ x Px,)(]=00,2]) = Px, (J]—00,21]) - ... - Px, (]=00,24])
= FXl(xl) .. 'FX"L(J?”) .
Aquesta funcié de distribucié és igual a la de Px sii X1,..., X, sén independents, per

1). O

Les propietats de la Proposicié 3.3.9 sén caracteritzacions (condicions necessaries i
suficients) de la independéncia. A la proposicié segiient s’enuncien condicions que sén
necessaries, pero no suficients.

1) Siguin (E;, €)icr i (Gi,8;)icr dues families d’espais mesurables.
Sigui {X; bier una familia independent de variables aleatories X;: Q) — E;, i {g; }ier
una familia de funcions mesurables g;: E; — Gj.
Aleshores {g;oX; }icr €s una familia independent de variables aleatories g;ioX;: @ —

G;.

2) Siguin X1,...,X, variables aleatories independents amb esperanca finita (o sigui,
integrables).
Aleshores, X1 -...- X, té esperanca finita i
E[X;-...- X, =E[X4] ... E[X,] .
3) Siguin X1, ..., X, variables aleatories independents amb esperanca finita.
Aleshores,

Var[X; +--- 4+ X, = Var[X1] + - - + Var[X,,] .
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Demostracio: )
1) De la igualtat (g;0 X;)™ (B) = X; '(g9; '(B)), resulta que

0<gioX;>Co<X;>, Viel.

I és clar que si tenim una familia de o-algebres independents, agafant sub-o-algebres de
cadascuna obtindrem també una familia independent.

2)
1) Cas preliminar: Suposem que X7, ..., X,, sén positives.
Posem X = (X4,...,X,).

M L’esperanca del producte existeix per la positivitat. Pero no cal utilitzar-ho
en aquest moment, perque segons 1’Observacié 2.5.7 podem escriure aquesta
igualtat en tot cas.

@) Per la Proposici6 3.3.9, 1).

®) L’integrand és positiu quasi segur respecte la mesura que integra. Per tant la
integral existeix i podem aplicar el Teorema de la Mesura Producte (de fet, el
Teorema de Fubini, vegeu ’Observacié 3.2.4, 2).

i1) Cas general:
E[|X1-...- X, ]| 2E[X4]]- ... B[ X,] < 40 ,

i per tant X, -...- X, té esperanca finita i val també el calcul anterior.

M) Pel cas preliminar 7). De pas, observem que en el cas de variables positives no
és necessaria la hipotesi d’integrabilitat.

3)
Var[X; + -+ X, 2E[(X1 + -+ Xy — E[X; + -+ X)) 7]

B [(;X - mx))]

n n

) [Z (X; —BLX))°| + B[ Y (% - BIX)) (X, — BIX,)) |
= ko

M La hipotesi d’integrabilitat assegura que ’expressio sota ’esperanga té sentit, i per
tant la variancia de la suma esta definida.
) Apliquem aqui la hipotesi d’independencia i 1 )i2).
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3.4 Probabilitat condicionada

3.4.1 Definicié
Sigui (€2, §, P) un espai de probabilitat.
Siguin A, B € § amb P(B) > 0.
La probabilitat de A condicionada a B és

P(ANB)

P(A/B) = P(B) O

Es comprova facilment que la funcié de conjunt P ( / B) :§ — [0, 1] és una probabi-
litat. La probabilitat condicionada té la interpretacié segiient: quan tenim la informacio
addicional que un cert esdeveniment B s’ha realitzat (és a dir, que w € B), cal modificar
convenientment el model inicial que haviem construit. Per exemple, B ha de passar a
tenir probabilitat 1.

3.4.2 Observacié
En la situacié de la Definici6 3.4.1, A i B sén esdeveniments independents sii P (A/ B) =
P(A). Intuitivament, aquesta igualtat vol dir que la informacié que s’ha realitzat B no
aporta res de nou sobre A.
Aquesta podria ser la definicié d’independéncia. L’avantatge de fer la Definicié 3.3.1 és
que no cal demanar P(B) > 0.

3.4.3 Exercicis (Férmules del Calcul de Probabilitats Elemental)
Les formules classiques segiients es demostren molt facilment a partir de la definicié de
probabilitat condicionada.

1) Férmula de les probabilitats compostes.
Siguin Ay,..., A, € Famb P(A;N---NA,_1)>0.
Aleshores:

P(A1N---NA,) :P(An/Alﬂ...mAn_l) ~P(An—1/A1ﬂ...mAn_2)~...
-P(A?,/A1 N As,) ~P(A2/A1) -P(4y) .

2) Férmula de les probabilitats totals.
Sigui {41,...,A4,} una particié de Q, amb A; € § i P(A;) > 0, Vi.

Aleshores:

VAEF, P(A)=) P(4/4,)P(A).
i=1
3) Férmula d’inversié de les condicions.
Siguin A, B € §, amb P(A) > 0, P(B) > 0.
Aleshores:

P(A/5) = P(B/A)- P

4) Fdrmula de Bayes.
Sigui {41,...,A,} una particié de Q, amb A; € § i P(A4;) > 0, Vi.
Sigui B € §, amb P(B) > 0.

Aleshores:

3 P(B/A,)P(A)

P(Ai/B) = , Vi
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3.4.4 Definicid

3.4.5 Notacidé

3.4.6 Proposicié

3.4.7 Exemples

Volem estendre la definici6 de probabilitat condicionada per tal de poder condicionar
per esdeveniments de probabilitat zero. Aixo no té res d’estrany o patologic; al contrari,
cal considerar aquest tipus de condicionament en molts models probabilistics habituals.

Siguin X,Y:) — R variables aleatories.
S’anomena llei de Y condicionada per X a tota probabilitat de transicié p de (R, B(R))
en (R, B(R)) que compleixi

P{X €AY eB}) = / p(z, B) Px(dx) , VA,BeB(R).
A

De vegades s’escriu p(z, B) =: P{Y €B/x _ x} Aquesta notaci6 és consistent amb la
introduida a la Definicié 3.4.1:
Si P({X =z}) >0,

P({X =2,V € B}) = /{ (0.) Pldy) = pl BP(X = )

P({X =z,Y € BY)
P({X =uz}) .

= P(z,B) =

No és immediat que existeixin sempre lleis condicionades. Es cert, perd no ho de-
mostrarem. Concretament, es té la proposicio segiient.

Donades dues variables aleatories X,Y:Q — R, sempre existeix una llei de Y condici-
onada per X.

Sip és una d’elles, aleshores p' també ho és sii per a cada B € B(R), p(z, B) = p'(z, B)
quasi sequr en x respecte Px.

Vegem uns quants casos particulars de la situacié anterior.

1) X,Y independents.
Sabem que

P({X €AY € B}) = P({X € A)P({Y € B}) = /APY(B) Px (dz) .

Com a llei de Y condicionada per X podem prendre p(z, B) = Py (B), és a dir, la
propia llei de Y.

2) Llei de X discreta.
Sigui Px = > pi - a4, , amb p; > 0.

i=1
Sigui com sigui Y, podem prendre

P{X =1,Y € B})

, sl xz=ay, per algun i,

p(x,B) = P{{X ==z}
Q(B), si x # a;, per a tot 1,
on () és qualsevol probabilitat.
Comprovacié:
P{X €AY eB})= )Y P({X=a,Y €B})
a; €A
S plas BYPUX = ai}) = [ pla.B) Pds)

a; EA A

() Usant la definicié proposada de p(z, B).
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3) (X,Y) vector absolutament continu respecte la mesura de Lebesgue en R? amb
funci6 de densitat fxy.

Sigui fx(x) = / fxv(z,y)dy (densitat de la llei marginal; vegeu ’Exercici 3.3.8.)
R

Podem prendre

fXY (Ia y) .
=" dy, sifx(z)#£D0,
p(x,B) =4 Jp [x(®)
Q(B), si fx(z) =0,
on @ és qualsevol probabilitat.
Comprovacié:

P({XeA,YGB})=/A xrley)dedy

(:1)//fXY(xay)'l{fX(r);éO}dydx
AJB
+//fXY(w7y)'1{fx(ac):O}dydx
AJB
(2 fXY(I7y)
= r)———== -1 " dy dzx
/A/fo() < (@) {fx(2)#0} 4Y
2 [ plo.B) (e da
A

M Apliquem el Teorema de Fubini.

@ La segona integral és més petita o igual que

/1{fx(x):0}/fXY($vy)dyd$:/ 1ty (@)=0yfx(z)dr =0.
A R A

®) Apliquem la férmula proposada de p(x, B). Després, I'indicador es pot suprimir
perque, fora del conjunt que indica, I'integrand és zero.

Observem que per a tot x tal que fx(z) # 0, la probabilitat p(x,-) és absolutament

continua amb densitat &(x,)y) S’anomena densitat condicionada deY per X = x.
X \T
S’escriu ey (2.9)
Xy \Z, Y
v y) = —F—F -
‘X:I( ) fx ()

3.4.8 Definicié
Siguin X, Y:Q — R variables aleatories.
Sigui p una llei de Y condicionada per X.
Sigui g: R — R tal que existeix la integral de g respecte p(z, -).
Es defineix

E[9(Y)/x =4 := /]Rg(y)p(x,dy) :
que s’anomena esperancga condicionada de ¢g(Y') per {X = z}.

3.4.9 Observacié
Aquesta definicié té alguns punts delicats i no és del tot precisa. El problema és que hem
escollit una llei de Y condicionada per X. Que passa si n’escollim una altra?
Només sabem que si p i p’ sén dues lleis condicionades, aleshores, per a cada B fixat,
p(z, B) coincideix amb p’(z, B) excepte potser en un conjunt de probabilitat zero respecte
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3.4.10 Proposicié

3.4.11 Teorema

la llei de X (Proposicié 3.4.6). Per tant, per un valor de = determinat les probabilitats
p(x,-)ip'(x,-) poden ser completament diferents i el nombre real “esperanga condicionada
de g(Y) per {X = x}” no estd ben definit.

Es millor que deixem z variable, demanem que existeixi la integral de g respecte p(z, ),
Px-q.p.t. z, i pensem en la funcié

x+—E [g(y)/X — g -

Veurem que aquesta funcié esta ben definida excepte conjunts de probabilitat Px zero
(Proposicié 3.4.10). En el llenguatge de I’Apartat 2.6, és un element de L°(R, B(R), Pyx).

Siguin X,Y:Q — R wvariables aleatories.

Siguin p 1 p' dues lleis de Y condicionades per X.

Sigut g:R — R tal que ezisteiz la integral de g respecte p(z,-), Px-q.p.t. x.
Aleshores, existeiz la integral de g respecte p'(x,-), Px-q.p.t. z, i

/g(y)p(%dy) Z/Q(y)p'(w,dy) , Px-qs.
R R

Demostracio:
1) Indicadors: Si g = 15, hem de veure que p(x, B) = p/(z, B) q.s., i aix0 ja sabem que
és cert (Proposicié 3.4. 6)

2) Elementals: Si g = Z a;-1p,, sabem pel cas anterior que p(x, B;) = p'(x, B;) excepte
en un conjunt N; de probablhtat zero, i per tant

n

> ai-pla,B) =Y a;-p(x,Bi)
i=1

=1

excepte en el conjunt de probabilitat zero ‘61 N;.
i=

3) Mesurables positives: Si g és mesurable positiva, aleshores g = lim g, per una certa
n—oo

successi6 creixent {g, Inen de funcions elementals positives. Pel cas anterior,
/ gn(y) p(z, dy) = / gn(y) p'(z, dy)
R R

excepte sobre un conjunt N, de probabilitat zero. Per tant, excepte sobre ijl N,, que
n=
també té probabilitat zero,

/ o) p(,dy) = lm [ ga(@)ple.dy) = lim | ga(y) (@ dy) = / o(w) P/ (. dy)
R R R

n—oo R n—oo

4) Mesurables arbitraries: Només cal descompondre g en part positiva i part negativa.
Es dedueix immediatament que si les integrals respecte les probabilitats p(x,-) exis-
teixen, aleshores també existeixen respecte les probabilitats p’(x,-), i que coincideixen

Px-q.s.

L’esperanca d’una variable es pot calcular amb I'ajuda d’una esperanca condicio-
nada.

Suposem que Elg(Y)] existeiz.
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Aleshores, E [Q(Y)/X — x] ezvisteix Px-q.s. x € R, 1

Blo)) = [ B [907)/x = o] Px(de)

En particular, si g(Y') és integrable respecte P, aleshores E [Q(Y)/X = x] és finita Px-
q.s.

Demostracio:
Bl 2 [ a(0) Prv (d(a.)
2 [ ([ swnte.in) Pelan) = [ B[00/ x ~ 4] Px(ao)

R

() Pel Teorema de la Mesura Imatge.

) Pel Teorema de la Mesura Producte. Observeu que de la Definicié 3.4.4 es dedu-
eix que la llei de (X,Y’) és la probabilitat que el Teorema de la Mesura Producte
construeix a partir de la probabilitat Px i la probabilitat de transicié p.

3.5 Problemes

3.1 Demostreu amb un contraexemple que no és cert que una familia d’esdeveniments és
independent si i només si els esdeveniments sén independents dos a dos.

3.2 Demostreu que tot esdeveniment de probabilitat 0 o 1 és independent de qualsevol altre
esdeveniment. Concloeu que una variable aleatoria constant q.s. és independent de
qualsevol altra variable aleatoria.

3.3 Sabem que si X; i X5 s6n variables aleatories independents, aleshores E[X;X5] =
E[X1] - E[X2] i Var[X; + X»] = Var[X;] + Var[X3]. Trobeu contraexemples que
demostrin que cap de les igualtats anteriors no implica la independencia.

3.4 Siguin X i Y dues variables aleatories de I'espai L2(£2,§, P). Es defineix la covariancia
de X iY com
Cov[X,Y]:=E[(X —E[X]) - (Y —E[Y])] .

Dues variables X, Y es diu que sén incorrelacionades sii Cov[X,Y] = 0.

a) Demostreu que si X i Y sén independents, aleshores sén incorrelacionades.

b) Demostreu que el reciproc és fals: considereu, per exemple, una variable § amb llei
Unif ([0, 27]) i les variables X = cosf 1Y = sin#.

3.5 Siguin X i Y dues variables de I'espai L?(Q,J, P) amb variancia diferent de zero. Es
defineix el coeficient de correlacié entre X 1Y com

 Cov[X,Y]

o NaX Var]

A Tespai vectorial L?(Q,§, P) s’hi pot posar un producte escalar,

(X,Y) = / XYdP,
Q
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ben relacionat amb la norma per la férmula | X3 = (X, X). En tot espai vectorial amb
producte escalar relacionat d’aquesta manera amb la norma es compleix la desigualtat
de Schwarz:

(X < IX]- Y]

a) Demostreu la desigualtat de Schwarz per a l'espai L?, a partir de la desigualtat de
Hélder (Problema 2.11).

Nota: Al Lema 1 de la Proposicié 2.2.21 hi tenim una demostracié directa.

b) Aplicant la desigualtat de Schwarz, demostreu que |pxy| < 1.

¢) Comproveu que si X i Y sén independents, aleshores pxy = 0.

d) Demostreu que |p| =1 <= Y =aX + b, per certes constants a i b.

Idea: Demostreu primer que la desigualtat de Schwarz és una igualtat si i només si els
vectors X i Y son linealment dependents.

3.6 Formula de Bayes. Sabem que malalties diferents poden presentar els mateixos simptomes.
Sigui H un conjunt particular de simptomes que només poden ser provocats per tres
malalties diferents, A, B i C, mituament excloents. Uns estudis estadistics ens demos-
tren que el 10 per mil de la poblacié té la malaltia A, que el 0.5 per mil té la B, i que
el 2 per mil té la C. Desenvolupen els simptomes H un 70% dels malalts que tenen la
A, un 90% dels que tenen la B i un 60% dels que tenen la C. Quina probabilitat hi ha
que un malalt que presenta aquests simptomes H tingui la malaltia A?

3.7 Sigui (21,81, 1) un espai de mesura, amb p o-finita, (€2, F2) un altre espai mesurable i
7: Q1 X §2 — [0, 400] una mesura de transicié tal que {7(w1, ) }w,cq, és uniformement
o-finita, i v la mesura en (27 X Q9,F1 ® §F2) construida en el Teorema de la Mesura
Producte.

a) Comproveu que la férmula

/&:leﬂz Xdv= /Ql ( Qs X (w1, w2) T(wl’d@)) p(dw) (3.5.1)

és valida per a tota funcié mesurable X:Q; x Qo — R positiva. -
b) Demostreu el Criteri d’Integrabilitat de Tonelli-Hobson: Si X: Q7 x Qs — R és una
funcié mesurable tal que

/Q (/Q | X (w1, w2)] T(wl,dwg)) p(dwr) < 400, (3.5.2)

aleshores X és integrable respecte v i és valida la férmula (3.5.1).
¢) Comproveu mitjan¢ant un contraexemple que si treiem el valor absolut de (3.5.2) la
conclusié no és valida.

3.8 Sigui v = p X -+ X p, una mesura producte en (R, B(R)).
Sigui X:Q — R"™ un vector aleatori, X = (Xq,...,X,).
a) Demostreu que si la llei de X és absolutament continua respecte v, aleshores la
llei marginal de X; és absolutament continua respecte u;, i doneu una expressié de la

densitat.

b) Comproveu amb un contraexemple que el fet que la llei marginal de X; sigui abso-
lutament continua respecte u;, per a tot ¢ = 1,...,n, no implica que la llei de X sigui
absolutament continua respecte v.

¢) Suposem que X1, ..., X, tenen lleis absolutament continues respecte p1, ..., fin, res-
pectivament, amb densitats fx,,..., fx, .

Demostreu que X1, ..., X, s6n independents sii la llei conjunta és absolutament continua

amb densitat
fX(xla' .. 7$n) = le(:El) et an(:En)

respecte la mesura v.
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3.9

3.10

3.11

3.12

Agafem un nombre completament a latzar X de 'interval [0,1]. Fixat X, escollim un
nombre Y completament a Patzar de U'interval [X, 1]. (“Completament a ’atzar” és una
manera de dir “seguint una llei uniforme”.)

a) Determineu la llei conjunta de les variables aleatories X i Y.

b) Calculeu la llei marginal de Y en el vector (X,Y).

¢) Calculeu el valor mitja (i.e. l'esperanga) de XY

d) Trobeu la llei de X condicionada per Y.

Sigui X una variable aleatoria tal que P{X =n} = o, per n > 1.

Sigui Y una variable que té una llei condicionada per l’esdeveniment {X = n} de
densitat n(1 —y)"~!- 1j0,1)(y) respecte la mesura de Lebesgue.

a) Calculeu E[(X +1)Y].

b) Trobeu la llei de Y.

¢) Trobeu la llei de X condicionada per Y.

Considerem dues variables aleatories X i Y amb llei conjunta donada per la funcié de
densitat respecte la mesura de Lebesgue en R?

f(z,y) =3z -1p(z,y) ,

on D és el triangle de vertexs (0,0), (1,0) i (1,1).

a) Trobeu les lleis marginals de X i de Y. Calculeu E [BY/X - x} per z € ]0,1].

b) Trobeu un altre vector aleatori (X’,Y”) que tingui les mateixes lleis marginals que
(X,Y) pero diferent llei conjunta.

¢) Trobeu la funcié de densitat de la variable aleatoria Z =Y — X. Calculeu E[Z].

Siguin X, Y, Z, tres variables aleatories tals que:
1) X ~ Unif([0, 1]).
2) Y té una densitat condicionada per X donada per

P, @) = (y=2)e™ ™ 1y ooply), siz€[01].
3) Z té una densitat condicionada per (X,Y’) donada per

fZ‘X:z,Y:y (2)=(y—2)e "W 15, (2), size0,1] iy>uw.
a) Trobeu la llei del vector (X,Y, Z).

b) Trobeu la llei de Z.

¢) Trobeu la llei (X,Y") condicionada per Z.

@) Caleulew E[VY =X /7 _ .| i E[V7 =X].
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4. Successions de variables aleatories

4.1 Desigualtat de Txebixev i lemes de Borel-Cantelli

Establim en aquest apartat uns resultats preliminars tils per a ’estudi de la convergencia
de successions de variables aleatories.

4.1.1 Proposicié (Desigualtat de Txebixev)

4.1.2 Corollari

Sigui (2,5, P) un espai de probabilitat.
Sigui X:Q — R una variable aleatoria.
Sigui f:R — [0, +00] una funcidé creivent.
Sigui a € R tal que 0 < f(a) < +oo.
Aleshores,

Demostracio:

Prenent esperances,

Son casos particulars de la Desigualtat de Txebizev els segiients:

1) Sip>20ia>0,
El|X]|P
PU{IX| > a}) < ZETT

aP

2) Si E[X] existeix i a > 0,

Var[X]

P{X —EIX]| > a}) < -
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De vegades el nom de Desigualtat de Txebizev s’aplica només a aquesta ultima.

4.1.3 Proposicié (1r Lema de Borel-Cantelli)
Sigui {Ap fnen una successié qualsevol d’esdeveniments.
Aleshores, es té la implicacid

n—oo

> P(A,) <+oo=P(lim A,)=0.
n=1

Demostracio:

P(Tm A,)=P( A U A) 2 lim P( U Ay) < lim Y P(A4) =0.
k=n

n— oo n=1k=n n— o0 k=n

.7 o} 7 .
M La successi6 { U Ak} N €8 decreixent.
k—n ne

4.1.4 Exercici
Tant la desigualtat de Txebixev com el 1r Lema de Borel-Cantelli valen per a mesures
qualssevol, no necessariament probabilitats.

4.1.5 Proposicié (2n Lema de Borel-Cantelli)
Sigui {Ap fnen una successié d’esdeveniments independents.
Aleshores es té la implicacid

oo

P(A,) = +00 = P( Tm A,) =1.
n=1

Demostracio:

P(Tm A,)=18P(0 A 4)=0<P( 1 A7) =0, Vn.

n—oo

Veurem aixo ultim: Per a tot m € N,

n+m 3 n+m n+m
P(ZE:AZ) O T -PA) < ] e P = exp{ = > P(an)} .
k=n k=n k=n

Fent m — oo,

P( 0 A7) =0.

(1) Pagsant al complementari. Recordem que ( lim An)C = lim AS (vegeu el Pro-

—
n—oo n—oo

blema 1.18).
@) Per la independeéncia.

—T

) Usem la desigualtat 1 —x < e
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4.2 Convergencia quasi segura, en probabilitat i en L”

4.2.1 Definicions

Suposarem ara i fins al final del capitol que les variables aleatories X amb que tractem
estan totes definides en un mateix espai (2, §, P). Suposarem també que compleixen
P({X € {—o00,4+00}}) = 0 (0o podem pensar directament que prenen valors a R, sense
que res no canvii). Recordem que al considerar les variables com a elements dels espais
L°(Q,3,P) o LP(Q,3,P), p> 1, dues variables aleatories iguals quasi segur queden
identificades.

En parlar de successions de variables aleatories hi ha diverses definicions naturals
de convergencia a considerar. Establirem primer les definicions i veurem després com es
relacionen entre si.

Una successié {X, }nen de variables aleatories convergeix quasi segur a una variable
aleatoria X sii
P{weQ: lim X,(w)=Xw)})=1.

n—oo
Es a dir, sii per a tot w llevat d’'un conjunt de probabilitat zero, el limit de la successié
numerica { X, (w)}nen existeix i val X (w).
q.s.

Ho abreviarem X,, ——
n—oo

La successié { X, }nen és de Cauchy quasi segur sii

P({w e Q: {X,(w)}nen és de Cauchy}) =1 .

4.2.2 Observacions

4.2.3 Definicions

4.2.4 Observacio

1) La variable limit és tnica com a element de L°(Q,§, P). Es conseqiitncia de la
unicitat del limit de successions numeriques.

2) { X, }nen convergeix q.s. sii és de Cauchy q.s. També és conseqiieéncia de la propietat
corresponent per a succesions numeriques.

3) La definicié de la convergencia quasi segura encara té sentit per a variables X,,:  —
R generals. Pero no podem parlar de successions de Cauchy si no definim primer
una distancia en R.

Una successié {X,, }nen de variables aleatories convergeix en probabilitat a una variable
aleatoria X sii
Ve >0, lim P({|X,—X|>¢e})=0.
n—oo
P

Ho abreviarem X,, —— X .
n—oo

La successié { X, }nen és de Cauchy en probabilitat sii

Ve>0, lim P({|Xn,—Xn|>¢c})=0.

n,m— o0
Més explicitament, sii

Ve >0,¥6 >0, 3ng: n,m=ng = P({|X,, — Xmn|>e}) <4 .
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4.2.5 Definicio

En L° es pot posar una distancia d tal que els conceptes de successié convergent a X en
probabilitat i successié de Cauchy en probabilitat sén equivalents als corresponents de
'espai meétric (LY, d). Concretament es pot prendre

X Y|
1+|X-Y|l~
Per tant, com en tot espai metric, el limit és Unic i tota successié convergent és de Cauchy.

Veurem més endavant que és un espai metric complet; és a dir, que tota successio de
Cauchy és convergent.

d(X,Y):=E (4.2.1)

Una successié { X, }neny C LP de variables aleatories amb moment d’ordre p finit (p > 1)
convergeix en LP a una variable aleatoria X € LP sii convergeix a X en ’espai metric
LP; o sigui, sii
lim E[|X, - X[’] =0.
n—oo
. P
Ho abreviarem X,, —— X .

n—oo

4.2.6 Observacions

4.2.7 Teorema

1) Sabem que LP és un espai metric complet (vegeu I’Apartat 2.6). Per tant, hi ha
unicitat del limit (com a element de LP), i una successié és convergent sii és de
Cauchy.

2) Sip < g, la convergéncia en L? implica la convergencia en L? (Pargument és molt
semblant al que cal utilitzar en el Problema 2.10, d; es deixa com exercici). En
altres paraules, la injeccié6 L? — LP és continua. [

La relacié entre els diversos tipus de convergencia es pot resumir basicament amb
I’esquema segiient:
qs.— P < 1LP

i no hi ha cap altre implicacid, en general.

1) X, X=X, 25X .

n—oo n—oo

2) X, P . X = Euisteiz una parcial { X, }ren tal que X, as. g

n— o0 k—oo

Demostracio:
1)
X, 2 X Eve >0, P(lim {|X, - X|<e}) =1

n—oo n—oo

& ve >0, P(TIim {|X, - X|>¢})=0.

Ens interessaria convertir aquesta probabilitat d’un limit en limit de probabilitats. Si

{A; }nen és una successié qualsevol d’esdeveniments,

P( Iim A,)=P(Nn U Ap)= lim P( U A,) > lim sup P(A,) = lim P(4,).
n—oo n—oo

nmzn m2n n—00 ;m>n n—o00
Per tant, en el nostre cas, obtenim, per a cada & > 0,
lim P({\Xn—X| >5}) <P( lim {|X,, — X| >5}) =0,
n—oo n—oo
d’on b
X, — X .
n—oo
(1) Bl limit inferior consisteix en els w € Q tals que | X, (w) — X (w)| < ¢ a partir d’'un
cert n. L’equivalencia és, doncs, evident.
) Passant al complementari.
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4.2.8 Observacio

4.2.9 Corollari

2) Per veure que existeix una successié parcial convergent quasi segur, usarem només el
fet que {X,, }nen és de Cauchy en probabilitat:

Ve>0, lim P({|X,—Xn|>¢e})=0.

Siguin Y e, 1 Y. J, dues series convergents de termes positius.
n>1 n>1
Considerem la segiient successié estrictament creixent de naturals:
ny = 1;
per k> 1,
ng: Primer natural > nj_; tal que P({| X, — X;n| > ex}) < 6k, Vn,m = ny, .

La successié { X, }ren sera la que busquem:

NE

P({|X"k+1 7Xnk| > sk}) < Z(Sk < oo,
k=1

~
Il
—

— X, | > ex}) =0= P( lim {|X
k—o0

= [P-qs. w e Q, Fho(w): k= kolw) = | Xny, — Xni| < ek

= [P-gs. weQ, Z (Xppys (W) = X, (w)) és convergent]

k41 Ngy1 Xnk| < 5k}) =1

1) o
P( Tim {|X,
= Pl

k>1
= [P—q.s. w € €,
k—1
Xn, (w) = X1 (w) + Z (Xnpps (W) — Xp, (w)) és una successié convergent| .
=1

Sabut que X, convergeix ¢.s., el seu limit ha de coincidir amb X: Si Y és el limit,

X, -F, Y, per 1), X,,, LN X, per hipotesi, i el limit en probabilitat és tnic.
k—o0 k—o0

() Pel 1r Lema de Borel Cantelli.

Contingut a la demostracié anterior hi ha el segilient fet, que té interes independent:

Si > &, és una seérie convergent de termes positius, i
n>=1

ZP({|Xn+1 - X,| >en}) < oo,
n=1

aleshores {X,, }nen convergeix q.s.

Lespai L°, dotat de la convergéncia i les successions de Cauchy en probabilitat (o sigui,
amb la distancia d de (4.2.1)) és un espai métric complet.

Demostracio:

Sigui {X,, } nen una successié de Cauchy en probabilitat.

Sigui {X,, }xen una parcial convergent quasi segur (recordeu que en la demostracié del

Teorema 4.2.7, 2), només hem utilitzat que la successié original és de Cauchy), i sigui X

el seu limit.

Per a tots n, k € N,
P({|X, — X[ > ¢}) < P({| X0 — Xy | + X0y — X| > €})

< P({|Xn = Xn,| > 5} U{| X0, — X| > 5})

<P

({1Xn = Xop| > 5}) + P({| X0, — X| > 5}) .
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4.2.10 Teorema

4.2.11 Teorema

4.3 Lleis dels

Els dos sumands soén tan petits com es vulgui, agafant n i k prou grans, el primer perque
la successi6 original és de Cauchy, i el segon perque la parcial convergeix a X quasi segur
i per tant en probabilitat.

LP P
Xy, — X=X, — X .
n—o0 n—oo

Demostracio:
Aplicant la desigualtat de Txebixev,

E [| X, — X7]

ep n— 00

P({|X, — X|>¢}) <

La convergencia quasi segura i la convergencia en LP no tenen relacid, en general.
N’hi ha en una direccié si hi afegim una hipotesi addicional.

X q.s. )
" n— o0 = Xn —>L X .
| Xpn| <Y, ambY € LP (p>1) n—o0

.. . q.s. .
Demostracid: Tenim que |X,, — X|P —— 0, i

X — X7 < (1X] + [X])” < 277 (1K + |X[P) < 271 (Y2 4 X[7) € 2°YP, s,

La funcié YP és integrable per hipotesi. Per tant, podem aplicar el Teorema de la
Convergencia Dominada, i obtenim

lim E[|X, - X|"] =0.

n—oo

M Perque Y > lim | XnlP =|XPP,q8. g
n—oo

Es possible definir, per a successions de funcions mesurables sobre un espai de me-
sura general (Q,§, i), les nocions de convergencia quasi segura (que s’anomena aleshores
convergéncia quasi per tot), convergencia en probabilitat (que sera convergéncia en me-
sura), i convergencia en LP, de manera analoga al cas de probabilitats. La majoria de
resultats que hem vist continuen essent valids, pero cal anar amb compte amb alguns.
Per exemple, la convergencia quasi per tot només implica la convergencia en mesura si p
és finita.

grans nombres

L’expressié “Lleis dels grans nombres” (inventada per Siméon-Denis Poisson, 1781-1840)
es refereix a la situacié segiient:

Sigui {X,, }nen una successié de variables aleatories independents.

Sigui {5, }nen la successié de sumes parcials de { X, }nen :

S, =X1+--+X,, neN.

Ens demanem per la convergencia en probabilitat o quasi segura de la successié
{Sn/n}nen. Resultats de convergencia en probabilitat s’anomenen Lleis Febles dels Grans
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Nombres; resultats de convergencia quasi segura s’anomenen Lleis Fortes dels Grans
Nombres.

Deixem de banda per un moment les matematiques i observem la situacié real
segiient: considerem una circumstancia A que pot produir-se o no en un cert experi-
ment aleatori. Suposem que repetim indefinidament aquest experiment en identiques
condicions. Sigui {x,}nen la successié de nombres associada a una successié concreta
d’experiments d’aquesta manera:

1

, si s’ha produit A a I'experiment n-eésim
Ty =
" 0, en cas contrari.
Aleshores, si S, = x1 + -+ + @y, el quocient S, /n és la freqiiéncia relativa de A en els
primers n experiments.

Sembla intuitiu que {S,/n},eny ha de convergir a un cert nombre entre 0 i 1, re-
lacionat intrinsecament amb l’experiment i la circumstancia A, que hauria de ser la
‘probabilitat’ (en el sentit del llenguatge ordinari) que es realitzi A en un qualsevol dels
experiments. Aquesta és ’anomenada definicié freqiientista de la probabilitat:

P(A) := lim — . (4.3.1)

Construir una teoria matematica rigorosa sobre aquesta definicié comporta considerables
dificultats logiques. Per exemple, cal comengar concretant quin tipus de successions d’uns
i zeros i quin tipus de circumstancies A sén 1'objecte d’estudi.

En lloc d’intentar definir el concepte de probabilitat com una propietat fisica as-
sociada a certs “experiments” i “circumstancies”, el rus Andrei Kolmogorov (1933) va
proposar prendre com a punt de partida la nostra Definicié 1.1.10: una probabilitat és
una mesura de massa total igual a 1. Aix0 equival a no definir el concepte fisic de proba-
bilitat. Simplement s’agafen com a axiomes algunes de les propietats que ha de complir,
i es dedueixen les altres a partir d’aquests axiomes, estrictament dins de I'ambit de les
matematiques. Aquesta “fonamentacié buida” de la Probabilitat es coneix com Teoria
Axiomatica.

Matematicament parlant, el planteig axiomatic és plenament satisfactori. Aixi doncs,
per nosaltres la ‘probabilitat’ no és una propietat relativa a certs fenomens naturals, siné
un concepte purament abstracte, inexistent a la natura. El fet que es pugui aplicar o
no a l'estudi de certs problemes reals és, com per a tota la matematica, una qiiestié
d’adequacio del model formal a la realitat, qlestié sobre la qual la matematica no pot
dir res.

A partir de la Teoria Axiomatica, 'expressié (4.3.1) es dedueix com a teorema. No
és una definicié.

La convergeéncia en probabilitat de les freqiiéncies relatives al nombre P(A) ja va ser
enunciada pel suis Jakob Bernoulli, i publicada el 1713, després de la seva mort. Pero ni
I’enunciat ni la demostracié van ser massa entesos fins que no se’ls ha collocat dins de
la Teoria Axiomatica. Cal tenir en compte que Bernoulli no tenia ni el llenguatge ni la
notacié necessaris per escriure una férmula tan simple com

(vegeu I’Exercici 4.3.10).

Comengarem amb I'enunciat d’una Llei Feble. Es diu que les variables aleatories d’una
familia sén idénticament distribuides sii tenen la mateixa llei. En particular, llurs mo-
ments sén els mateixos, si existeixen.
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4.3.1 Teorema (Llei Feble dels Grans Nombres)
Sigui { X }nen una successié de variables aleatories de L2, independents, idénticament

distribuides.
Notem m :=E[X;] i S, =X1+ -+ X, perneN.
Aleshores,
Sn L?
— ———m.
n n—oo
Demostracio:
Shn 1 1 1
E [’— - mﬂ =S E [1Sn — nm|?] = — Var[S,] = — Var[X;] —— 0 o
n n n n n— oo

El nostre objectiu és enunciar i demostrar una Llei Forta dels Grans Nombres (Teo-
rema 4.3.9). La demostracié és llarga i utilitza un seguit d’ingredients que tenen interes
en si mateixos. Els estudiarem previament anomenant-los ‘lemes’.

4.3.2 Lema (Desigualtat de Kolmogorov)
Siguin X1,..., X, variables aleatories de L?, independents, tals que E[X;] = 0, Vi =

1,...,n.
Sigui S =X1+ -+ X, perk=1,....n
Aleshores,
Var[S,]
ve >0, P({ 1211?§n|5k| >e}) < oanl

Demostracio: Notem

Ap ={|S| > & |Sj| <e, per 1<j<k}, k=1,....n,
A:={ max |Si|>¢}.
1<k<n

Tenim que A = A1 W---W A,.
“)/SQdP /SQdP Z S,%dp
A

k=1

2 ZP(Ak) + QZE [Sk - 14, - (Sh— Sk)]
k=1

k=1

2 2P(A) +2) E[Sk-1a,] - E[S, — Si] £ £?P(A) .
k=1

M) Usant que 'esperanca de S,, és zero, la variancia coincideix amb el moment de segon
ordre.

) Sk 14, 1S, — Sk sén funcid, respectivament, de (X1,..., Xp) i (Xgt1,...,Xn), que
s6n vectors independents. Per tant, per la Proposicié 3.3.10, 1, Si - 14, i S, — Sk
son variables aleatories independents.

) La segona esperancga €s zero, perque totes les X; tenen esperanca zero.
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4.3.3 Observacio
Quan n = 1, obtenim com a cas particular la desigualtat de Txebixev (Proposicié 4.1.1)
amb f(a) = a®.

4.3.4 Lema (Criteri de convergéncia q.s. de séries)
Sigui { X, ynen una successié de variables aleatories de L?, independents, tals que:

1) E[X,] =0, Vn € N.
2) > Var[X,] < o
n=1
Aleshores, > X, convergeiz quasi sequr.

n>1

Demostracio:
Notem, com abans, S, := X; +---+ X,, n € N. Per a cada m € N,

P({sup|Sm+;.C S| > E}) D Jim P({ sup |Sm+k — Sm| > 5})
kEN n— k<

1<k<n
@ . Var[Spyqn — Sm] @ (Al
< lim — = lim - E Var[X}] = E Var[Xg] .
n—oo £ n—oo g
k=m+1 k m—+1

Fent m — oo, obtenim

P
sup |Sm+k — Sm| —— 0,
kEN m— oo
= Sup |Sm;+k — Sm; | —> 0, per certa parcial {Sp, bien , (4.3.2)
keN —00

& {Sn}tnen és de Cauchy q.s. (i per tant convergent q.s.)

M Apliquem la continuitat de les probabilitats sobre successions creixents.

@ Apliquem la Desigualtat de Kolmogorov.

®) Per la independeéncia de les variables involucrades.

) (4.3.2) es pot escriure: Ve > 0, Im; : p = my = |Sp — S,
Vp,q = my, |Sp — S| < 2¢, i per tant {S,, },en és de Cauchy.

< g, és a dir,

El segiient és un enunciat sobre series de nombres reals. No hi ha cap probabilitat
involucrada.

4.3.5 Lema de Kronecker
Sigui {xn }neny C R una successid de nombres reals.
Sigui {an tnen C R una successid creizent de nombres reals positius amb limit 4+o0.

Suposem que la seérie ) T* és convergent.
n>1

Aleshores,

1 n
nlLIr;OQZwk:O.

L
Demostracid: Definim ag = 0, bg=0, i b, = >, —, per n > 1. Tindrem
=1ai’

1 1 n 1 n—1

2
— — E ap(by — br_1) Z b, — — E bi(ak+1 — ak) -
n 1= " k=1 In 13
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Abreviem b, := lim b,. El que volem veure és que
n—oo
n—1
lim — g br(akt+1 — ar) = beo -
n—00 Uy, o

Per qualssevol m < n,

n—1 n—1
1 1
— Z bar 1 = ar) = boo| 2 | 7 (b = boc) (axs1 — )|
n 1= an 120
m— n—1

1
Z (b — boo)(@pr1 — ak)‘ o };(bk ~ b )@ — ak)‘ . (4.3.3)

Fixem ¢ > 0. Fixem m € N tal que |by — bo| < &, Vk = m

Prenent limits superiors en (4.3.3), el primer sumand tendeix clarament a zero. Per tant,

n—1
I I E
lim |— E bi(ag+1 — ag) — boo’ < lim — E (ag+1 —ag) =€ .
neetan 2o nee g
= =m

Fent ara € — 0, hem acabat.

(1) Es dedueix de les notacions tot just introduides.

) Gracies a la férmula de sumacié parcial d’Abel (que no és més que una férmula
d’integracié per parts per a series).
n—1
©) Utilitzem que, trivialment, i kzo(ak_H —ap)=1.

4.3.6 Lema (Llei Forta per a variables de L?)

Sigui { X }nen una successié de variables aleatories de L?, independents, amb E[X,] = 0,
Vn € N.

Sigui Sp, = X1 +---+ X, neN.
Sigqui {an}neN C R una successio creixent de nombres reals positius amb limit +o00.

Var[X5,]
Suposem que Z 5 <
n=1 an
Aleshores,
Sn q.s.
Zn 4%
ayp n—oo
Demostracio:
= X, . Var[X,,]
Z Var |— | = 5 o0
n=1 an n=1 an
(€N n
= — convergeix q.s
an
n>1
n
@)
= lim —ZX;C—O7 q.s
e An

M Apliquem el criteri de convergencia quasi segura de series (Lema 4.3.4.)
) Apliquem el Lema de Kronecker (Lema 4.3.5).
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4.3.7 Corollari
Sigui { X }nen una successié de variables aleatories de L?, independents, idénticament
distribuides.
Notem m :=E[X;] i S,=X1+---+X,,,neN.
Aleshores,

Sn q.s.
_——

n n—oo

m .

Demostmcio’ Aplicarem el Lema 4.3.6 a les variables Y,, := X,, —m i la successi6 a,, := n.
Sigui 02 := Var[Y;] = Var[X,].
Es complelxen les hipotesis: E[Y,,] =0, ¥n, i

o~ Var[Y, R |

IR R

n=1 n=1

Per tant,
(X —m) YV

Sn, k=1 k=1
L — = 0.
n n n n—00

4.3.8 Lema (Criteri d’integrabilitat de variables aleatories)
Per a tota variable aleatoria X, es compleix

S P{IX] = n}) < E[X]] < 1+ZP{\X\ n}) .

En particular,

X és integrable < Z P({|X| = n}) convergei.

Z
Demostracio:
1) Primera desigualtat:
> PN > 1) = 33 Ptk X <k 1) iif’({k <IX] < k4 1))
:ik-P <IX|<k+1}) < f: 1X|dP

o/ {k<IX|<k+1}
— [ 1xX1aP = (X))
Q
() Podem intercanviar segur ’ordre de sumacié perque els termes de la serie sén posi-

tius (aix0 no és més que el Teorema de Fubini aplicat a seéries, o sigui, a la mesura
comptadora de naturals).

2) Segona desigualtat:

E[|X]] =
>

=Zk-P({k<|X|<k+1})+iP({k<|X|<k+1})

=> P{IX|>k})+1.

I X|dP <Y (k+1)- P({k <|X| < k+1})
k| X|<k+1} k=0
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4.3.9 Teorema (Llei Forta dels Grans Nombres)
Sigui { X, tnen una successid de wariables aleatories independents, idénticament dis-

tribuides.
Aleshores:
Sn g
1) B[|Xi] <00 = =2 2 m =E[X|] .

n n—oo

5n]
n

2) E[|X;|]] = 00 = lim =400 g¢.s.

n—oo

Demostracio:
1) Definim Y, := X, - 1{x,,|<n}, V7 € N, i escrivim

5 D0 B+ SRl

Vegem que, quan n — 00, els dos primers sumands tenen limit 0 quasi segur, i que el
tercer té limit m:

a)

n

3 |-
NE
s
I
3 |-
Fﬂ
:\H

=1 i=1

3 P(X0 # Yal) = 3 P({1Xa] 2 0)) <E[X1]) < 0

2 P(m (X, #Y}) =0= P( lim {X, =Y,}) =1

n—oo

:>ZXY —==0.

n—oo

M Apliquem el Lema 4.3.8. Donat que les variables X, sén idénticament dis-
tribuides, podem posar X; en lloc de X,, per exemple. Aixo ho apliquem
repetidament a la resta de la demostracié.

) Pel 1r Lema de Borel Cantelli.

b) Sera conseqiiencia del Lema 4.3.6. Comprovem que es pot aplicar:

o~ Var [V —E[Ya)]  n VarlYa] (-~ EYE] o Lo
> 2 => < 2 = 2oz Bl Lyx, <n]
n=1 n=1 n=1 n=1

E[XT 114, j<k)]

o
3w|,_.
NE

n=1 k=1
=1
W
= E[Xf “Lipo1<)xy <k} Z e
n=~k

MM8

k E[| X1 Lpoigix <k}l - P =2E[|X1]] < o0 .
k=

,_\

) Podem intercanviar 'ordre de sumacié perque tots els termes sén positius (Te-
orema de Fubini, Observaci6 3.2.4, 2), per a mesures comptadores de naturals.)

) Fem I’acotacié seglient:

LSRR
n2\k2 k _k

n=k

<

| =
ENIRN

©) Pel Teorema de la Convergencia Dominada o el de Convergencia Monotona, a
voluntad.
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c)
(1)
E[Y,] = E[Xn - 1qx,1<n}] = E[X1 - 1{x,1<n}] — E[Xi]=m

n
& ElY;] —— m.

‘ n— 00
=1

S|

(1) Pel Teorema de la Convergéncia Dominada (| X;| domina la successio.)

) Pel Criteri de la Mitjana Aritmetica de convergencia de successions de nombres
reals.

2) Fixem K € N.

S ({2 ) - (o o) R
n=1 n=1
2 r(m {5 > ) -

Donat que la interseccié numerable d’esdeveniments de probabilitat 1 té probabilitat 1,
obtenim P(A) = 1, essent

A:= n Tim {an| EK}.

K=1n—oo n

En paraules, A és el conjunt de w €  tals que, per a cada K € N, existeixen infinits
n € N complint W > K.
On posa |X,| podem posar |S,|, perque:

X, Sn — Sn— Sh Sn— Sh K Sn— K
o< Xl | _1Sal 1Sl L ISul S K [Suctl K
n n n n—1 n 2 n—1 2
En conclusio,
— |5
lim M = +00, Vw d’un conjunt de probabilitat 1.

n— o0 n

M Apliquem el Lema 4.3.8.
) Pel 2n Lema de Borel-Cantelli.

4.3.10 Exercici (per a lectors fanatics de les v.o0.)
Traduiu i interpreteu el text seglient (Llei Feble dels Grans Nombres):

Ut circumlocutionis taedium vitem, vocabo casus illos, quibus eventus quidam contingere
potest, foecundos seu fertiles; € steriles illos, quibus idem eventus potest non contingere:
nec non experimenta foecunda sive fertilia illa, quibus aliquis casuum fertilium evenire
depreher ditur; & infoecunda sive sterilia, quibus sterilium aliquis contingere observatur.
Sit igitur numerus casuum fertilium ad numerum sterilium vel praecisé vel proximeé in
ratione r/s, adeoque ad numerum omnium in ratione r/(r + s) seu r/t, quam rationem
terminent limites (r + 1)/t € (r — 1)/t. Ostendendum est, tot posse capi experimenta,
ut datis quotlibet (puta c¢) vicibus versimilius evadat, numerum fertilium observationum
intra hos limites quam extra casurum esse, h. e. numerum fertilium ad numerum ommnium
observationum rationem habiturum nec majorem quam (r + 1)/t, nec minorem qudm
(r—1)/t.

Jakob Bernoulli, Ars Conjectandi, 1713.
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4.4 Problemes

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

Sigui { X}, }nen una successié de variables aleatories independents tals que P{X,, = 0} =
1-1iP{X, =1} = 1. Demostreu que:
a) X, —T 0.
n—0o0
b) {X,, }nen no convergeix q.s.

¢) La parcial { X}z }ren convergeix g.s.

El problema anterior proporciona un exemple de convergencia en probabilitat que no
és quasi segura. Comproveu amb els segiients exemples que no hi ha relacié entre la
convergencia en LP i la convergencia quasi segura:

a) A Vespai de probabilitat (R, B(R), i), amb p = Unif([0, 1]), considereu les variables
aleatories X, (w) = €™ - 1[0,%}@)). La successié { X, }nen convergeix q.s. perd no conver-
geix en cap espai LP.

b) Considereu el mateix espai de probabilitat anterior, i les variables aleatories X, (w) =
1427 (g+1)2-7](w), on p i g s6n els tinics naturals tals que n = 2P +¢,p > 0,0 < ¢ < 2P.
La successié { X, }nen convergeix en tots els LP, perd no convergeix q.s.

De fet, aquest constitueix un altre exemple de successié que convergeix en probabilitat
pero no q.s.

Sigui { X, }nen una successié de variables aleatories definides sobre un espai de proba-
bilitat (€2, §, P), complint

1 1 1
P{X,=n}== i P{X,=-}=1--
n

2 o2 Vn > 1.

Estudieu la convergencia en probabilitat, quasi segura i en L? d’aquesta successié.

Sigui { X, }nen una successié de variables aleatories independents.

— |X 00
Demostreu que si lim [Xn] <1 qg.s., aleshores > P{|X,|>n} < +oco .
n

n—oo n=1

En la situacié del problema anterior:

a) Demostreu que el reciproc és cert si imposem a més que les variables siguin idénticament
distribuides.

Idea: Useu el criteri d’integrabilitat de variables aleatories del Lema 4.3.8.

b) Doneu un exemple que mostri que sense cap més hipotesi addicional el reciproc no
és cert.

Siguin { X, }nen 1 {Yn}nen dues successions de variables aleatories tals que X, LN

n—oo

X iY, -, Y, per certes variables aleatories X i Y. Sigui ¢:R? — R una funcié

n—oo

continua. b
Demostreu que g(X,,Y,,) —— g(X,Y).

n—oo

Sigui {X, }nen una successié de variables aleatories independents i idénticament dis-
tribuides, seguint una llei amb funcié de densitat respecte la mesura de Lebesgue

—CL(IJQ
f(z) =2aze Lo, 4o00[(T) ,

ona > 0.
Demostreu que
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4.8

4.9

4.10

Idea: Deduiu el resultat a partir de

P(E{X—%>a’1}):l i P(lim{X’% <a})=1.

n—oo *logn

n— o0 IOg n

Per demostrar la segona igualtat, reduiu-la a la condicié equivalent

p( Fm {2

>ca_1}) =0, Ve>1.
n—oo “logn

Sigui {X,, }nen una successié de variables aleatories independents, totes elles amb 1lei
exponencial de parametre 1: és a dir, amb densitat respecte la mesura de Lebesgue

fl@)=e™" 1 oof(x) -

a) Comproveu que, per a tot o > 0,

P({X, > alogn}) =n"".

b) Demostreu que

0, sia>1

P( lim {X,, > alogn}) = { )

, sta<l1.

n

¢) Sigui L = lim

. Demostreu que L = 1 quasi segur.
n—oo logn

Per a cada nombre real w € [0,1], sigui X,,(w) la n-ésima xifra en el desenvolupament
decimal de w. (O sigui, w = > X,(w)-107").
=1

n=
a) Comproveu que en Uespai de probabilitat ([0, 1[,B([0, 1[), Unif([0, 1])) la familia de
variables {X,, }nen és independent i idéenticament distribuida.

b) Direm que un nombre w € [0, 1] és normal si la freqiiéncia relativa amb que el digit
k apareix en les seves primeres n xifres decimals tendeix a 1/10 quan n — oo, per a
cada k € {0,1,2,...,9}. (ES a dir, parlant informalment, si, a la llarga, tots els digits
apareixen en la mateixa proporcio.)

Demostreu que tot nombre en [0, 1] és normal quasi segur, respecte la mesura de Lebes-
gue en [0, 1] (o sigui, respecte la probabilitat Unif([0, 1]).)

Idea: Considereu les variables aleatories X" (w) = 1yx, =k} (w) (Sén variables que pre-
nen el valor 1 si la n-ésima xifra decimal de w és k, i zero en cas contrari.) Utilitzeu la
Llei Forta dels Grans Nombres.

Siguin v i u dues mesures sobre un espai mesurable qualsevol (€2, F).
a) Demostreu que la condicié

Ve>0, 30 >0tal que VAEF, u(d) <d=v(Ad) <e

implica que v és absolutament continua respecte u.

b) Demostreu que si v és una mesura finita, aleshores és cert també el reciproc de la
implicacié anterior.

Idea: Useu el 1r Lema de Borel-Cantelli, que és valid per a mesures arbitraries, segons
I’Exercici 4.1.4.

¢) Doneu un exemple, amb v infinita (perd o-finita) que mostri que el reciproc no és
cert si traiem la condicié de finitud de v.
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4.11 Demostreu la generalitzacié segiient del Teorema 4.3.1 (Llei Feble dels Grans Nombres
per a variables de L?):
Sigui { X, }nen una successié de variables aleatories de L?, independents, amb variancies
uniformement acotades per una certa constant M:

Var[X,] < M < +oc0, Vn.

Sigui S,, = X1+ -+ X,,neN.
Aleshores,

Sp —E[Sy] 12

n n— 00

0.
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5. Successions de probabilitats i funcions caracteristiques

5.1 Convergencia feble de probabilitats

5.1.1 Definicid

5.1.2 Teorema

Volem definir un concepte de convergencia per a successions de probabilitats { i, }nen en
(R,%B(R)) o, més en general, en (R™,B(R™)). Sembla natural establir que p,, — u si
n—oo

lim p,(B) = w(B), VB e BR"),

n—oo

pero aquesta exigencia resulta ser massa forta i no és tutil.

Diem que una successié de probabilitats {, }nen en (R™, B(R™)) convergeix feblement
a una probabilitat p sii per a tota funcié f:R™ — R continua i acotada,

lim fdu, = fdu .

n—oo Rn Rn

. w
Ho abreviarem p,, —— u.

n—oo

La convergencia feble té una caracteritzacio facil en termes de funcions de distribucié.
L’estudiarem només en el cas real, pero és valida també en R™.

Sigui {pin fnen una successio de probabilitats en (R,B(R)), amb funcions de distribucio
associades {Fy }nen.

Sigui p una probabilitat amb funcid de distribucio F.

Aleshores,

i ——— pt < Fy(x) — F(z) Yo punt de continuitat de F.

n—oo n—0o0

Demostracio:
=) Sigui = € R tal que F' és continua en z.

Fo(2) = pin(]—00, 2]) = / 1) o () pin(dly)
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L’integrand no és una funcié continua de y, i per tant no podem aplicar aqui la hipotesi
directament. L’aproximarem inferiorment i superiorment per funcions continues.
Per qualsevol € > 0, podem considerar dues funcions continues f_. i f. tals que

1 1 RS - 17 1 X
f5<y>={  slyso-—e fe(y)={ sly<e

0, siz<y 0, siz+e<y

Tindrem les desigualtats

1]700,1776] < f*E < 1]700,1] < fa < 1]7oo,m+€} .

Ara,
F(LU - 5) = / 1]700,$78] dp < / j— 2 lim Joedun
R R n—oo R
2) _
< lim F,(z) < lim F,(x)
< lim fsdun@/fsdu<F(fU+€)~
n—oo R
Fem ¢ — 0:

F(z) < lim F,(x) < lim F,(z) < F(z) .
Nn— 00 n—oo

M Pper hipotesi.
) Usem que / feedpn < Fo(x), pero no sabem si el limit de la dreta existeix.

) Usem que F,(z) < / fedpy. Aqui si sabem que el limit de la dreta existeix.
R

<) Observem primer que si a,b s6n punts de continuitat de F, aleshores

pnla, bl) = Fala) +1 = Fy(b) —— F(a) + 1= F(b) = p(]a, b°) - (5.1.1)

Aplicarem repetidament aquest fet en el que segueix.

Sigui f:R — R continua i acotada.

Fixem € > 0.

Siguin a, b punts de continuitat de F' tals que u(]a,b]¢) <

f és uniformement continua en ]a,b]. Sigui 6 > 0 tal que z,y € Ja,b], |z —y| < § =

[f(z) = fly)l <e.

Descomponem Ja, b] =

Notem Ik- = }ak, bk]

(Tots aquests punts a, b, ax, by, existeixen gracies al fet que F' té limits 0 i 1 en els infinits
i al fet que en tot interval no degenerat és possible trobar punts de continiiitat de F":
vegeu la demostracié de la Proposici6 1.3.17.)

‘/Rfdun—/kfdu‘=‘/]a,blcfduwré/lkfdun—/]aybcfdu—i/l fdu|

<sup |f] - (n(la, %) + p(la, b)) fdun— | fd
plf]- (» [ 2 /I 1 / u

]ak,bk] amb ay, by, punts de continuitat de F i by — ar, < 9.

£
1§ &3

El primer sumand convergeix a 2sup | f|u(]a, b]€), per (5.1.1). Quant als altres,

‘/kadun—/lkfdu’

/ (f - Flar)) dun
Iy

+‘/ka(ak)dun—/lkf(ak)du‘+’/Ik(f(ak)_f)du

< epn(I) + | F(@r) (sn (1) = 1)) | + () —— 2ep(Ty)
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5.1.3 Corollari

5.1.4 Definicié

5.1.5 Proposicié

Per tant,

fm / f iy — /  du| < 250p | flu(la, ) +;2w<m < 2e(sup|f] + 1) -

n—oo

Fent £ — 0, hem acabat.

()" Aplicant (5.1.1), els dos primers sumands convergeixen a eu(I)) i zero, respectiva-
ment.

El limit feble, si existeix, és unic.

Demostracio: Segons el teorema anterior, les funcions de distribucié de dos possibles
limits han de coincidir en tot punt de continuitat. Pero si dues funcions de distribucié
coincideixen en tot punt de continuitat, han de coincidir arreu, perque els punts de
continuitat sén densos en R i les funcions han de ser continues a la dreta.

La unicitat del limit feble és certa també en (R™, B(R™)).

Es possible introduir una distancia en el conjunt ‘P de totes les probabilitats que
metritzi la convergencia feble. Per exemple, en R, hom pot definir-la de la manera
segiient: Si p i v sén dues probabilitats amb funcions de distribucié F' i G, la distancia
entre piv és

dw(p,v) :=inf{e >0: Gz —¢)—e < F(z) <Gz +¢)+¢€} . (5.1.2)

Tota variable aleatoria X:Q — R indueix una probabilitat en (R,B(R)). Podem
doncs transportar el concepte de convergencia feble de probabilitats a un concepte de
convergencia de variables aleatories. No és res més, pero, que un conveni per simplificar
notacio.

Una successié { X, }nen de variables aleatories (no cal que estiguin definides sobre el
mateix espai de probabilitat) convergeix en llei a una variable aleatoria X sii les lleis de

X, convergeixen feblement a la llei de X.
Ho abreviarem X, _* X,
n—oo
Obviament, es pot posar en lloc de X qualsevol variable que tingui la mateixa llei que
X, i per tant el limit no és unic. Per aixo, si p és la llei limit, té sentit també escriure

Xni),u' O

n—oo

La convergencia en llei és la més feble de totes les definides:

X, -t x=>x,—2.X.

n—oo n—oo

Demostracio:

Sigui (2, §, P) lespai de probabilitat on estan definides totes les variables.

Siguin pu,, les lleis de X,, i p la llei de X.

Sigui f:R — R continua i acotada. Farem servir el mateix truc de la demostracié del
Teorema 5.1.2 per poder utilitzar la continuitat uniforme de f sobre intervals acotats.
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Fixem ¢ > 0. Siguin a,b € R tal que p(]a,b]®) < e. Sigui 1 > § > 0 tal que z,y €
Ja—1,0+1], [z -yl <é=[f(x) - fy)| <e.

’/Rfdun*

< i xies, HO) = FOOLAP+ [ s 150X) = £C0] aP

X€la,b]} X€la,b]}

+ / F(X,) — F(X)|dP
{X¢€la,b]e}

<e+2sup | fIP({[Xn — X[ > 0}) + 2sup [f|[P({X €]a,b]}) .

((Xa) = (X)) aP|

Prenent limits superiors,

B | [ rauw= [ rau] <ee@sln+).

Fent ¢ — 0, hem acabat.

() Pel Teorema de la Mesura Imatge.
@ E1 segon sumand convergeix a zero per hipotesi.

5.1.6 Exercici

El reciproc només es pot afirmar quan la convergencia en llei és a una variable aleatoria
constant (vegeu el Problema 5.1).

5.2 Funcions caracteristiques

5.2.1 Definicié
Sigui 4 una probabilitat en (R, B(R)).
La funcié caracteristica de p és

ou: R——"——0C

t|—>/

Es a dir, escrita d’'una altra manera,

R

ou(t) == / costz pu(dx) —l—i/ sintx p(dx) |
R

usant la definicié de la funcié exponencial complexa i la d’integral d’una funcié complexa.
Si X:Q — R és una variable aleatoria, la funcié caracteristica de X és la funcié carac-
teristica de la seva llei:

ex(t) = /Rem” Px (dz) = E[e"¥]

Hom pot definir també la funcié caracteristica de probabilitats en (R™,B(R™)).

5.2.2 Definicio
Sigui 4 una probabilitat en (R™,B(R™)).
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Definim la seva funcié caracteristica com
op: R? ————C

— et i (da)
R’L

on (t,x) és el producte escalar habitual en R™.
Si X:Q — R™ és un vector aleatori,

ox(t) :z/ et?) Py (dx) = E[eX)]

5.2.3 Proposici6é (Propietats de les funcions caracteristiques)
Sigui p una probabilitat en (R™,B(R™)). La funcid caracteristica de p gaudeiz de les
propietats sequents:

1) ¢u(0) = 1.
2) leu(t) <1, Vt € R™,
3) pu(—t) = pu(t), Vt € R".

4) @, €s uniformement continua.

Demostracio:
1)
/ "0} y(da) = / lup(de)=1.

2)

. 1) .
‘/ RICED p(dr) é / \el<t’m>|/$(dx) @ / lu(dx)=1.
n n R"L

M) Per la Proposicié 2.2.21.

2 El modul de I’exponencial complexa és 1.

)
ou—0) = [ 0 i) @ [ T () 2 [ i p(de) = 5,0

M Propietat de I’exponencial complexa que és immediata a partir de la seva defincié
en termes de sinus i cosinus.
@) Immediat de la definicié d’integral d’una funcié complexa.

Y
[oul®) = 0uo) = | [ (1) = o) )|

1)

< / |ei(t,m) _ ei(s,a:)|'u(dx) :/ |ei<s,z)(6i(t75,r) _ 1)| ,u(dx)
n R’V‘L

i(t—s,x) )
= le ) — 1| p(de) ——— 0.
n |[t—s]—0
Esadir: Ve >0, 30 >0: [t —s| <= |pu(t) — pu(s)| <e.
() Per la Proposicié 2.2.21.

) Pel Teorema de la Convergencia Dominada, puix que el limit puntual de la integral
és zero i |e"<t*5’z> — 1| <2.
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5.2.4 Exemples

oult) = [ ¢ ) = e
R

2) u = Bern(p) (Llei de Bernouilli de parametre p, caracteritzada per p({1}) = p i
p({0}) =1 —p):
oul®) = [ e u(da) =pe +1-p.
R

3) p=N(0,1):

. ]. 2 1 ]_ 2
)= [ & e " /de(:)—/e*‘” 12 costx dx .
oult) = [ e =/

_1 _ 2 . 3) —]_ _ 2
"2 —— | e Psintrdr L —/e 2 costr dr = —tp,(t) .
(,0“() \/% - \/ﬁ R (p#()

Hem obtingut una equacié diferencial per a ¢, (t). Usant ¢, (0) =1 com a condicié
inicial, "inica soluci6 és ¢, (t) = e=t*/2. Observeu que en aquest cas particular la
funcié caracteristica és real (vegeu també el Problema 5.5).
M La part imaginaria és la integral d’una funcié imparella, i per tant zero.
@) Apliquem el Teorema 2.3.8 per commutar la derivada respecte t amb la integral
respecte x.

®) Integrant per parts. g

La funcié caracteristica d’una probabilitat en (R,B(R)) esta relacionada de forma
senzilla amb els seus moments, com veurem a les dues proposicions seglients.

5.2.5 Proposicié

Sigui p una probabilitat en (R, B(R)) amb moment d’ordre n finit (n € N).
Aleshores, ¢,, ésn vegades derivable i

@Lk(t) = ik/mkeim w(dz) , Vk=1,...,n.
R

Demostracid: Aplicarem el Teorema 2.3.8 (vegeu també I’Observacié 2.3.9, 2) per com-
mutar la derivada respecte ¢ amb la integral respecte x:

, 9 . .
|eztz|+’aeztz :1+|Z.l’eltz|:1+|l".

Si el moment d’ordre 1 és finit (és a dir, si |z| és integrable respecte p), aleshores

@, (t) = z'/Rxem” p(dz) .

Analogament,
o 9. ;
lize'™| + ‘—mzxelm = |z| +| — 22| = |z + 22,

i per tant, si el moment d’ordre 2 és finit,

o, (t) = iz/Rm2 o (da)
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5.2.6 Corollari

5.2.7 Proposicié

ok .
T aixi successivament mentre existeixin moments finits, utilitzant que wem = ik gheite,
En la situacid de la proposicié anterior,
@Lk(()) = / Fu(dz), VYk=1,...,n g (5.2.1)
R

La férmula (5.2.1) ens proporciona, si coneixem ¢,,, un metode eficient per calcular
moments de u.
L’enunciat segiient és una mena de reciproc de la Proposicié 5.2.5.

Sigui p una probabilitat en (R, B(R)).
Suposem que @, ésn vegades derivable en un entorn de zero, amb n parell.
Aleshores, i té moment d’ordre n finit.

Demostracié: Notarem my, := / z¥ p(dx), per abreviar.

R
Fixem n > 2. Veurem per induccié sobre k que existeixen moments d’ordre 2k, si 2k < n.
Per k= 1:

Z s Wﬂ(h) - 2@#(0) + Sﬁu(*h) T etht — 2 4 emthe
enl0) = iy E LY S
) . 1 —coshz 2) . 1—-coshx 9
= —2lim RTu(dx) < -2 R}%Tu(d@ =) p(dz)
= / 2? p(dr) < —¢(0) €R . (5.2.2)
R

Suposem que my,—1y 6s finit i 2k < n. Simgy_1) = 0 (cas trivial), aleshores forgosament

p = o, que té moments de tots els ordres. Suposem que mg_1) > 0.

Aplicant la Proposicié 5.2.5, tenim que <p,82k_2 existeix i

P ZF2(t) = (1) /R 222l (d) (5.2.3)
dv 1.2Ic72
Considerem la probabilitat ¥ < p amb densitat — = . La seva funcié carac-

1% Mok —2

2k—2 1\k—1, (2k—2
o) = [ evtan = [ 2 gy e GV e (0
R R

mag—2 mag—2

teristica és

Per la hipotesi de derivabilitat sobre ¢,,, existeix ¢!/(t) en un entorn de zero. Aplicant
(5.2.2) av,

) > [ S utdn) = = [ o ()
R mok—2 Jr
= 0 < mak < —¢y(0) - mag—2 ,
i per tant moj és finit.
() gihe 4 p=ihz — 9 cos hy.
) Pel Lema de Fatou.
) Apliquem (5.2.3). g
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Es possible reconstruir una probabilitat a partir de la seva funcié caracteristica. Es a
dir, la funcié caracteristica justifica el seu nom i realment “caracteritza” la probabilitat.
Aix0 es deduira d’una férmula que ens determina la funcié de distribucié a partir de la
funcié caracteristica.

5.2.8 Teorema (Férmula d’Inversid)
Sigui p una probabilitat en (R, B(R)), amb funcid caracteristica ¢ i funcié de distribucié
F.
Aleshores, per a tots a < b punts de continuitat de F,

1 M e—ita _ o—ith
F(b)—F(a)= lim — —p(t)dt . 5.2.4
0= Fl) = Jim o [t (524)
Demostracio:
1 M _—ita _ ,—ith 1 M —ita _ ,—ith
— 3——i—(yw” 3——1—/ () dt
2 2 M it R
@ M e—ita _ 7ztb
= // e dt p(dx)
® [/ cos(t(m —a)) — cos(t(x — b)) &t
T om M it
» /M sin(t(x — a)) - sin(t(x — b)) dt] u(dz)
—-M it
w 1 [/M sin(t(z — a)) df — /M sin(t(xz — b)) dt} u(dz)
2T M t -M t
T T A Ty
2 Je L) m@—a) U M(z—b) U
Sabem que
K .
. s uw (6)
lim du =7

K—oo K u
Aix0 ens diu que la familia de funcions

/M(Z %) sinu /M(zb) sinu
T — du — du
(z—a) —M(z—b) U

K .

sinu

esta acotada (per la constant 2sup / —— du) 1 que el seu limit quan M — oo és
K J-g U

0, siz<a o x>b
T < 2w, sia<zx<b

w, six=a o x=5>.
Podem aplicar doncs el Teorema de la Convergencia Dominada i obtenim
. M —ita _ ,—itb 1
tim oo [ S0t = [ (Lanle) + gL (@) a(da)
_ 1t R 2
1
gF@jaﬂ®+?F@fF@ﬂ+F@waw

P+ F(b7)  Fla)+ F(a”)
- . - 5 . (5.2.5)
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No hem usat enlloc que a i b siguin punts de continuitat de F'. Per tant, aquest resultat
és valid per a tots a,b. Si sén punts de continuitat, (5.2.5) és igual a F(b) — F(a) i
obtenim 'enunciat del teorema.

M Definicié de ®.
?) Podem aplicar el Teorema de Fubini, perque

b b
= ‘/ e dx’ </ le”"|de=b—a,
a a

—ita _ ,—itb
i per tant la funcié %e”r és integrable a 1’espai producte (R x [—M, M],
i
B(R x [-M, M]), u x A), on A és la mesura de Lebesgue restringida a B ([—M, M]).

Per t = 0 la funcié no esta definida, perod es tracta d’una discontinuitat evitable (el
limit en zero és b—a) i per tant no importa a efectes d’integracié respecte la mesura
de Lebesgue.

® Apliquem la definici6 de la funcié exponencial complexa.

e—ita _ e—itb

1t

eitw

@ La primera integral val zero, perqué es tracta d’una funcié imparella (deixant de
banda la unitat imaginaria ¢, que és una constant) integrada sobre un interval
simetric al voltant del zero.

®) Fem el canvi de variable u = t(x —a) a la primera integral i u = t(z —b) a la segona.

©) La manera més facil i instructiva de calcular aquesta integral requereix técniques

d’Analisi Complexa. Ens creurem aqui el resultat, que es pot trobar en els llibres
sinu

(oo}
de taules d’integrals, normalment escrit com « / du = 7 », encara que en la
— 00

u

. . L. N sinwu\ + . sinu\ ~
nostra teoria la integral no existeix, perque ( ) du = o0 i ( ) du =
RN U R U

00.
M Vegeu I’Observacié 1.3.11 i el Problema 1.20.

5.2.9 Corollari
Si p i v sén dues probabilitats en (R, B(R)) amb la mateiza funcid caracteristica, ales-
hores 1 = v.

Demostracio: La funcié caracteristica determina la funcié de distribucio en els seus punts
de continuitat, i per tant a tot arreu (vegeu la demostracié del Corollari 5.1.3).

Hi ha una férmula similar a (5.2.4) en (R™,B(R"™)), i se’n dedueix també en aquest
cas el Corollari 5.2.9.

5.2.10 Observacions

1) Suposem que una funcié caracteristica ¢ és integrable respecte la mesura de Lebesgue
A. Aleshores:

a) La Férmula d’Inversié esdevé més simple: Com que
e—ita _ e—itb

b .
s 0] <| [ e dae (0] < (- @leto)]

pel Teorema de la Convergencia Dominada i el Teorema de Fubini,

. 1 M e—ita _ o—itb
Fb) - F(a) = Jim o / e

i//b Tt d dt—i/b/ Tt dt d
o Jp ) © PR T o LS o

per a tots a, b punts de continuitat de F'. A més, la integral respecte dx és una
funcié continua dels limits d’integracié. Per tant, F' és continua i la férmula val
Ya,b € R.
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b) Es té u < A: En efecte, la funcié

T — / e o (t) dt
R

és continua, gracies al Teorema 2.3.7. Pel Teorema Fonamental del Calcul, F

és derivable i
1 .
ogmez-—/kﬂMﬂoﬁ.
27T R

1 .
Per tant, o / e " p(t) dt és la densitat de u respecte la mesura de Lebesgue.
T JRrR

2) El fet que aparegui un limit a la férmula (5.2.4) és només per solucionar el problema
que @ pot no ser integrable (per exemple, si p = dg, llavors ¢ = 1). Hi ha altres
maneres de solucionar la no integrabilitat a priori de ¢, i per tant es poden escriure
diferents formules d’inversié. Per exemple,

) 1 e e—ita _ e—itb
F(b) — F(a) = éll_r% %/Re et Tg@(t) dt .

En lloc de multiplicar per indicadors que tendeixen a 1 de manera simetrica, es
multiplica aqui per funcions suaus, que també tendeixen a 1 de manera simetrica i
que decreixen prou rapid en els infinits per tal que la integral tingui sentit.

3) El fet que p sigui absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue no implica
que ¢ sigui integrable.

Enunciem dues propietats més de les funcions caracteristiques, que tenen relacié
amb la independencia de variables aleatories.

5.2.11 Proposicié (Més propietats de les funcions caracteristiques)

5) Sigui X = (X4,...,X,) un vector aleatori.

X1,..., X, son variables aleatories independents sii
(px(tl, e 7tn) = (le (tl) el (pxn(tn) .
6) Si X1,...,X, son variables independents, aleshores
Xyt X (1) = 0, (8) - o, (1)
Demostracio:

5)
X1,..., X, independents &4 Px = Px, x--- X Px_ =

PPy (tl, . ,tn) = @PXIX“'XPX" (tl, . ,tn)

:/emm@&xWx&Jmew%»

= / et Px,(dzy)-...- / gitnen Px, (dxy) = ox,(t1) ... - ox, (tn) -
R R

M Per la Proposicié 3.3.9.
) Pel Corollari 5.2.9 (en R™).
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5.2.12 Exemples

6)
PX14+Xn (t) =E [e“(xl-ﬁ--”—&-Xn)]

=E [e”Xl] -...-E [e”X"] =px,(t) ... px, (t) .

1) w = Bin(n,p) (Llei binomial de parametres n i p, que és la de la suma de n variables
Bern(p) independents):
Usant la propietat 6) de la Proposicié 5.2.11,

ou(t) = (PBemmp )" = (pe’ +1—p)"

2) p= N(m,0?) (Llei Normal de mitjana m i variancia o2, que es defineix com la que
1 6,($,m)2/202)

2702

Usant la propietat 6) anterior es demostra facilment que

té densitat respecte la mesura de Lebesgue f(z) =

itm—o2t?/2

pult) =e

(vegeu el Problema 5.6).

5.3 El Teorema de Continuitat

Si una successié de probabilitats convergeix feblement, aleshores les funcions carac-
teristiques convergeixen puntualment a la funcié caracteristica del limit, i reciprocament.
Aquest resultat es coneix com el Teorema de Continuitat de Lévy. La implicacié directa
és molt facil; pel reciproc, ens calen uns resultats previs que anomenarem ‘lemes’.

5.3.1 Lema (Teorema de Helly)

Sigui {tn tnen una successid de probabilitats en (R, B(R)), amb funcions de distribucid
associades {Fy }nen.

Aleshores: Ezisteix una successio parcial {Fp, }ren de {Fy }nen @ una funcid de distribucid
F d’una mesura finita (no necessariament una probabilitat) tals que

lim F,, (z) = F(z) Vz punt de continuitat de F.

k—o00

Demostracid: Sigui {r,,, m > 1} el conjunt dels nombres racionals Q indexats per N.
Es clar que per a cada 7., la successié {F},(rm ) }nen té una parcial convergent a un cert
limit L(r,), perque els seus termes estan en [0, 1].

Voldriem tenir, primer de tot, una parcial que valgui per a tots els racionals a la vegada.
Considerem 'esquema segiient:

F171(T1), FLQ(T’l), F173(’I"1)7 HL(T‘l)
F271(T2), FQVQ(TQ), F‘273(’I"2)7 . . HL(TQ)

Fg,l(Tg,), F372(7’3), F‘373(’I"3)7 e e —*L(T’g)

on les funcions de la fila m formen una successi6 parcial de les de la fila m — 1, convergent
en el punt 7,,, i les de la primera formen una successié parcial de la successié original.
Aleshores, la successié {Fy, ntnen és una parcial de {F), }nen. Per cada punt r,, € Q,
{Fnn(rm)tnen és una parcial de {Fy, »(7m) }nen, 1 per tant convergeix a L(ry, ).
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Tenim doncs una parcial que convergeix sobre Q a una certa funcié L. Ens falta definir-la
en els punts no racionals i fer-la continua per la dreta. Aix0 s’aconsegueix definint

F(z):= alcréfv‘” L(r) .

reQ

Comprovarem que {Fy, p tnen 1 F' compleixen I'enunciat.

1) F és creixent:
x<y= inf L(r) < inf L(r) .
x<r y<r
reQ reQ
2) F és continua a la dreta:
FixemzeRie > 0.
Siguire Qtal que x <riL(r) < F(z)+e¢.
Siz <y <r,aleshores F(y) < L(r) < F(z) 4+ ¢, i obtenim la continuitat a la dreta.

3) Els limits de F en —oo i +00 existeixen i estan en [0, 1]:
Existeixen per la monotonia de F', i han d’estar en [0, 1] per construccid.

4) lim F, ,(z) = F(x), Yz on F sigui continua:
Fixem ¢ > 0.
Si F és continua en z, siguin r,s € Q tals que r < z < s i F(z) — L(r) < ¢,
L(s) — F(x) < e. Llavors,

(1)
F(z)—e < L(r) = lim Fy,(r) < lim Fy,(z)

—
n o0 n—oo

— )
< lim F, o(z) < lim F, ,(s) = L(s) < F(z)+¢ .

n—oo n—oo

Fent ¢ — 0, obtenim la convergencia desitjada.

M Cada F, n és monotona.

Sigui p,, = 6, (Delta de Dirac en el punt n.) Les funcions de distribucié associades
{Fy } nen convergeixen puntualment a F' = 0. Aquest exemple trivial mostra que la funcié
limit del Teorema de Helly no té per que ser la funcié de distribucié d’una probabilitat.

El concepte que veurem a continuacié defineix la propietat justa que es necessita
per evitar que passin coses com la d’aquest exemple i la convergencia sigui segur a una
probabilitat.

5.3.2 Definicid

Sigui 9 un conjunt de probabilitats en (R, B(R)).
Es diu que 9 és un conjunt ajustat sii

Ve>0, Ja<beR: YueM, u(a, b)) <e.

Clarament, si a un conjunt ajustat li afegim un nombre finit de probabilitats, el conjunt
resultant torna a ser ajustat.

5.3.3 Lema (Teorema de Prokhorov)

Un congunt de probabilitats 9 sobre (R, B(R)) és ajustat sii M és un conjunt relativa-
ment compacte de Uespai métric (P, d,,) definit per (5.1.2). En altres paraules, sii tota
successio {pin fnen C M té una parcial convergent en (P, dy,).

Demostracio:

=) Suposem que 9t és un conjunt ajustat.

Sigui {pn tneny C M 1 sigui {F), bnen la successié de funcions de distribucié associades.
Volem veure que {p, }nen t€ una parcial convergent en (3, d,).
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Pel Teorema de Helly, existeixen una parcial {F,,, }ren de {Fy, }nen 1 una funcié de distri-

bucié F tals que klim F,, () = F(x), per a tot « punt de continuitat de F. Comprovarem
—00

que F' és la funcié de distribucié d’una probabilitat.

Fixem e > 0. Siguin a, b tals que p,, (Ja,b]) < e, per a tot k. Podem suposar que a i b
sén punts de continuitat de F. Llavors:

F(b) = Jim Fy, () = o, (=00,b]) > po (b)) > 1= <.

F(a) = Jim Fa, (@) = jon, (=00, a]) < jin, (o, B°) < €

De Parbitrarietat de €, deduim que F' pren valors tant propers com es vulgui a 0i a 1.
En conseqiiencia,
lim F(z)=0 1 lim F(z)=1

)
r— —00 r——+00

i F és la funcié de distribucié d’una certa probabilitat p. Hem obtingut

w
Bnyy — K-
— 00

<) Suposem que 9t és un conjunt relativament compacte.
Si 9 no és ajustat, existeixen € > 0 1 una successio {fin }neny C M tals que py, (J]—n, nl%) >
€.

Per hipotesi, existird una parcial { i, tren de {in tnen convergent feblement a una pro-
babilitat u.

Per a tots a < b punts de continuitat de la funcié de distribucié de p, es tindra Ja,b] C
]—n,n] per n prou gran, i per tant

€ < pn(]=n, 1) < pn(Ja, b)) —— p(Ja, b))

n—oo
i p no pot ser una probabilitat.
5.3.4 Lema (Desigualtat de Truncacid)

Sigui p una probabilitat en (R, B(R)), amb funcid caracteristica .
Aleshores, Ya > 0,

plas ez 2 <3 [ a-voyar.

Demostracio:

%/a(l_ /_a/ 1 — e"®) p(dz) dt
/[a — e dt p(dz) = 1//ﬂ 1 — costx) dt p(dz)

SlIl axr SlIl axr
— 2(a — dzr) > 2(1 — d
QA;<“ o) nldx) lAmhw>% (1= 2252 u(da)

s M) e Jaal >2) Sl Jel > 2))

[

> 2 inf (1-
Ju|>2 u

@) |1 — ei®| < 2. Podem aplicar el Teorema de Fubini.

) Usant la definicié de la funcié exponencial complexa i que el sinus és una funcié
imparella.

) Substituim Iintegrand per una constant que ’acota inferiorment i fem la integral
resultant.

@ inf (1 siouy >

1
Ju|>2 u 2z
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5.3.5 Teorema de Continuitat de Lévy
Sigui {fhn }nen una successid de probabilitats en (R, B(R)) amb funcions caracteristiques
associades {pn }nen-
Aleshores:

1) Sipin —2— p, i @ és la funcid caracteristica de la probabilitat p, es té
n—oo

on(t) —— p(t), VteER.

n—oo

2) Siop(t) —— @(t), Vt € R, amb ¢ una funcid continua en zero, aleshores ¢ és la

funcid caracteristica d’una certa probabilitat p i

w
[, —— fi .
n—oo

Demostracio:
1) Per a cada t, les parts reals i imaginaria de e*'* sén funcions de = continues i acotades.

Per tant, per les definicions de convergencia feble i integral complexa,

onlt) = / e () —— [ €1 p(d) = o(t) .

n—oo R

2) Veurem primer que els elements de la successié {fi,}nen constitueixen un conjunt
ajustat de probabilitats.

Fixem € > 0.

Per a > 0,

o220 =t 12 2p €1 [ a-pua 2] [ a-pwa 52

a’a a a aJ_,

Per tant, {u, : n > ng} és ajustat, el que implica que {u, : n € N} també ho és.

El Teorema de Prokhorov aplicat a aquest tltim conjunt ens diu en particular que tota
successié parcial {gn, tren té una parcial convergent {un,, fren a un cert limit 4. Per la
part 1) del teorema,

pu(t) = im o, (1) = ¢(t) -

En resum, tota parcial de {u, }nen té una parcial convergent a un mateix limit p. Com
en tot espai metric, aixo és equivalent al fet que {p, }nen convergeix a p.

M) Per la Desigualtat de Truncacié.
@) Desigualtat valida per n > no prou gran. En efecte, com que |1 — @, (t)] < 2, es

1 a
té */ (1 - @n(t)dt —— / (1 — p(t)) dt, pel Teorema de la Convergencia
a —a

Dominada.

®) Desigualtat valida per a prou petit. En efecte, gracies a la continuitat de ¢ en t = 0,
a

1
el Teorema Fonamental del Calcul implica que — / (I—p(t))dt — 2(1—p(0)) =
a a—0

0. o -

El Teorema de Continuitat també és cert en (R™, B(R"™)).
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5.4 El Teorema Central del Limit

La Llei Forta dels Grans Nombres ens diu que la successié { Sy, /n}nen, on S, és la suma
de n variables aleatories independents identicament distribuides amb moment de primer
ordre finit m, convergeix quasi segur a m. Per tant, les lleis de S, /n convergeixen
feblement a la llei d,,.

Si les variables tenen variancia finita 02 podem impedir aquesta degeneracié de les
lleis cap a d,,: Restant a Sy, /n la seva esperanga i dividint després per la desviacié tipus,
obtenim variables d’esperanca 0 i variancia 1:

Sn _E[S]  S2om S, —nm

n n n

Var[sn—"] a oV/n

Ara ja no és possible la convergencia a un punt. De fet, no es pot esperar la con-
—nm

n T
ovn
aleatoria concreta. Pero si podem esperar encara que convergeixi en llei.

El resultat més antic en aquest sentit és de ’anglés Abraham De Moivre (1756): Si
{ X, }nen és una successié de variables aleatories independents que prenen els valors 0 i
1 amb probabilitat 1/2, aleshores les lleis de

1
Sn - §n

1
3V
convergeixen feblement a la llei N(0,1).
Veurem una versié més general pero encara prou simple d’aquest resultat.

vergencia quasi segura, en LP o en probabilitat de la successié a cap variable

5.4.1 Teorema Central del Limit (versi6 de Lévy—Lindeberg)
Sigui { X }nen una successié de variables aleatories de L?, independents, idénticament

distribuides.
Notem m = E[XZ]7 0'2 = Var[X,L] 7 Sn = X1 44 Xn
Aleshores: g

n — NM £

Zr - = L N(0,1) .
O'\/ﬁ n—oo ( )
., . L. S, —nm

Demostracié: Volem veure que les funcions caracteristiques de T,, = ———— conver-

ovn
geixen a la funcié caracterfstica de la llei N(0,1), que és e=*"/2 (vegeu I'Exemple 5.2.4,
X, —
Sigui ,, la funcié caracteristica de L-m

o\/n

i tenint en compte que les variables sén independents i tenen la mateixa llei,

era(®) = (eal)" = (B [exn {2 }])"

. Per la propietat 6) de la Proposicié 5.2.11,

Com que X; és de L?, ¢, és dues vegades derivable i

,Xl—m

o (t)=1iE [X;i\}nm exp {Ztﬁ” ,

or(t)y=—-E [(X;—\;ﬁmfexp {zt%” :

Aplicant la férmula de Taylor,

ou(t) = 9u(0) + £, (0)t + 52 (E)F°

t2
=140+ 5<p§i(§) ,  per algun & € ]0,¢[ .
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Es sabut que si {a,}nen és una successié creixent amb limit +oo i existeix el limit de
{bn}nen, aleshores

lim
n—oo

1\ @nbn lim b,
(1 + —) _(m o) (5.4.1)
an
Escrivim ) Lo
t " - t "
t2 n 1 Sen©) (Fen©)n
(1—’_590;:(5)) :(1+ t2 n 1>(2 ) (2 ) ’

Només ens cal comprovar que ny({) —— —1. Aleshores estarem en condicions

n—oo
d’aplicar la idea de (5.4.1) i hi haura convergencia precisament a e
En efecte,

(e = B [(F2Y e (s ] — —p [(R)] -1,

gracies al Teorema de la Convergencia Dominada.

—t2/2

5.5 Problemes

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

Demostreu que la convergencia en llei a una variable aleatoria constant implica la con-
vergencia en probabilitat.

Idea: Useu que f(x) = inf{1, |x—al|} és continua i acotada, combinat amb la Desigualtat
de Txebixev.

Sigui { X, }nen una successié de variables aleatories independents amb llei Unif(]0, 1]).
Estudieu la convergencia en llei de la successié {Y}, }nen definida per:

Y, :=nmin{Xy,..., X,} .

a) Sigui {ftn fnen una successié de probabilitats sobre (R, B(R)), donades per les fun-
cions de densitat respecte la mesura de Lebesgue

Jn(x) = (14 cos2mnx) - 119.1)(x) .

Demostreu que {py, }nen convergeix feblement i determineu el limit.

b) Si una successié de probabilitats {un }nen sobre (R, B(R)), absolutament continues
respecte la mesura de Lebesgue, convergeix feblement, jes pot assegurar que la corres-
ponent successié de funcions de densitat { f,, }nen convergeix quasi per tot en R respecte
la mesura de Lebesgue?

Idea: Considereu I'exemple de a).

Calculeu els moments d’ordre p, per a qualsevol p € N, de la llei N(0,1).

Sigui 7:R — R la transformacié donada per 7(z) = —z. Notarem per u, la mesura
imatge de u per T.
Sigui ¢,, la funcié caracteristica d’una probabilitat ¢ en (R,B(R)). Notarem per ¢, la
funcié conjugada de ¢,,. Es a dir, si o, (t) = a(t) + ib(t), lavors @, (t) = a(t) — ib(t).
a) Demostreu que, per a tota probabilitat y sobre (R, B(R)), es té @, = ¢, .
Idea: Apliqueu el Teorema de la Mesura Imatge a la funcié f(x) = e%®.
b) Una mesura y sobre (R, B(R)) es diu que és simetrica sii si u(B) = u(—B), per a tot
B € B(R), on

—-B:={reR: —z € B}.

Demostreu que per a tota p simetrica es té u = p,.
¢) Usant els resultats de a) i b), demostreu que una probabilitat és simeétrica sii la seva
funcié caracteristica és real.
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5.6

5.7

5.8

5.9

a) Calculeu la funcié caracterfstica de la llei N (m,0?) (el més facil és utilitzar que si X
té una llei N(0,1), aleshores Y = m + o X té llei N(m,o?) i aplicar la propietat 6) de
la Proposicié 5.2.11.)

b) Demostreu que si p, = N(m,,c2), aleshores u, convergeix feblement si i només si
{mn}nen i {02 }en convergeixen, i en tal cas el limit és també una llei Normal.

Nota: En cas que 02 —— 0, la convergeéncia és a una Delta de Dirac, que podem

n—oo

considerar com a cas particular de llei Normal, si fem el conveni N(m,0) := §,, .

Podriem definir una convergeéncia “forta” de probabilitats en (R,%(R)) posant simple-
ment
o~ w & pn(B) —— u(B) . VB € B(R) .

Comprovarem que no és equivalent a la convergencia feble:

a) Demostreu que i, AR = ey ——— .
n—oo n—oo
b) Si {X,}nen és una successié de variables aleatories amb llei Bern(p), el Teorema
Central del Limit ens diu que la llei de
n
Xi —np
y, — =t
np(l —p)

convergeix feblement a la probabilitat N(0,1) quan n — oc.
Demostreu que no hi ha convergencia “forta”.
Idea: Considereu el conjunt

A={zeR: P{Y,=xz}) >0, per algun n} .

¢) Sigui u, = Bin(n, p,) amb n i p, tals que lim n-p, =X > 0.
n—oo

Demostreu que p,, convergeix feblement a pu = Pois()), la llei de Poisson de parametre
k

A
A, que ve determinada per p({k}) = e_)‘ﬁ, per k enter positiu. (Feu-ho veient que
pn({k}) —— p({k}), Vk € N; deduiu d’aqui que en aquest cas es té en realitat
n—oo
f
)

Pn —— M.
n—0oo

Sigui {X,, }nen una successié de variables aleatories independents, idénticament dis-
tribuides, amb llei Exp(\) (Exponencial de parametre A, que té per densitat f(xz) =
)\67>‘$1[07+Oo[(1').)

- 1
a) Per a cada n, notem X,, = (X1 + ot Xn) )

n
Estudieu la convergencia en llei de la successié

{nl/z(/\Xn — 1)}n€N .

b) Per a cada n, sigui M,, = max{Xy,...,X,} .
Estudieu la convergencia en llei de la successié

{Mn _ loin}HEN .

a) Calculeu la funcié caracteristica de la llei Pois(A).

b) Usant el Teorema de Continuitat de Lévy, repetiu 'apartat c¢) del problema 5.7.

¢) Si Xy,...,X, sén variables aleatories independents tals que X; té una llei Pois()\;),
trobeu la llei de > Xj.

i=1
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5.10

5.11

5.12

5.13

La funcié caracteristica és un exemple del que s’anomenen transformades. En el context
de I’Analisi Matematica general rep el nom de transformada de Fourier. Hom pot definir
també la transformada de Laplace d’una mesura p en (R,B(R)). Es la funcié

Quan g és una probabilitat el nom tradicional és funcié generatriu de moments, a causa
que 1/);(]1(0) és el moment d’ordre n de p, si aquest existeix i és finit (comproveu-ho com
per la propietat analoga de les funcions caracteristiques).

El problema amb la transformada de Laplace és que pot no estar definida per a tot
t € R. En particular, si ¢t = 0 no esta a l'interior del seu domini, la férmula anterior pels
moments d’una probabilitat no val (es diu llavors que la funcié generatriu de moments
no existeix).

a) Comproveu que, en el domini de v, es té ¥(t) = ¢(—it). Deduiu que, si la funcié
generatriu de moments existeix, aleshores caracteritza també la probabilitat.

b) Demostreu que si Xi,...,X,, sén variables aleatories independents, aleshores

VXt x, () = Ux, () - - Yx, (1)

¢) Aplicacid: La llei Gamma(\, o) (Gamma de parametres A > 01 a > 0) ve definida
per la densitat respecte la mesura de Lebesgue

271 1y (@)

on I' és la funcié Gamma de Euler.

Calculeu la funcié caracteristica de la llei Gamma(A, 1) (que no és més que Exp(A)).
Constateu la dificultat de calcular-la per « general.

Calculeu la funcié generatriu de moments de Gamma(\, «).

Si Xi,...,X, sén variables aleatories independents i la llei de X; és Gamma(\, «;),
trobeu la llei de > Xj.

i=1

Sigui {X,}nen una successié de variables aleatories independents idénticament dis-
tribuides, complint P({X,, = k}) = &, per k € {0,1,...,9}.

10°

oo
Definim X = > X, -107™. (X sera el nombre real en [0, 1] que té desenvolupament
=1

decimal 0.X;X5X3...).
Demostreu que X ~ Unif([0, 1]).

Demostreu que la convergencia feble de Deltes de Dirac d,, ——— 6, és equivalent a la

n—oo

convergencia de nombres reals a,, —— a.
n—oo

Demostreu que
" pk 1
. n n_ 1
e ;0 K2

usant la idea segiient:
Considereu una successié {X, }nen de variables aleatories amb llei Pois(1), indepen-
dents, i calculeu P({X1 + -+ + X,, < n}).



Successions de probabilitats i funcions caracteristiques Materials 127

5.14

5.15

Se sap per experiéncia que el nombre d’accidents en un cert tram de 15 km de carretera
és una variable aleatoria amb distribucié de Poisson i una mitjana de 2 per setmana.
Quina és la probabilitat (aproximada) que hi hagi menys de 100 accidents en aquest
tram durant un any?

Quan fan un calcul numeric, els ordinadors emmagatzemen els nombres amb que tre-
ballen amb una precisié determinada, és a dir, amb un cert nombre de xifres decimals.
Aix0d implica que nombres tan simples com 1/3, per exemple, no es poden representar
exactament, qualsevol que sigui la precisié, ja que no tenen una seqiiencia finita de
decimals.

Cada cop que s’emmagatzema un nombre, per tant, es comet un error. Concretament,
si arrodonim un nombre a k xifres decimals, estem cometent un error €, que pertany
a l'interval [7%10”“, %10’}“]. Quan sumem dos nombres que han estat arrodonits a k
xifres decimals, la suma tindra un error entre —10~% i 107*. Es diu que els errors es
propaguen quan es fan operacions amb els nombres.

a) Si sumem 10000 nombres arrodonits a k xifres decimals, quin és lerror maxim que
pot tenir la suma?

b) Introduint probabilitats en el problema, veurem que la situacié no és tant desespe-
rada com pugui semblar a la vista de 'apartat a):

Suposem que l’error en un nombre és una variable aleatoria amb llei uniforme sobre
Pinterval [-2107%,2107*], i que els errors de diferents nombres sén independents entre
si. Calculeu ara entre quins limits, amb una probabilitat no menor de 0.99, es troba la
suma de 10000 nombres.
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generada, 10, 22

Ars Conjectandi, 105

Bernoulli, Jakob, 99, 105
“bons conjunts”, 15
borelians

de R, 39

de R™, 40

de R, 25

de R", 8, 40

canvi de variable, 73
cilindre, 75
classe monotona, 14

generada, 14
coeficient de correlacio, 90
“completament a l'atzar”, 92
conjunt ajustat de probabilitats, 120
conjunt discret, 30
conjunt mesurable, 8
conjunt negligible, 20
conjunt relativament compacte de probabilitats, 120
convergencia en LP, 96, 98
convergencia en llei, 124
convergencia en mesura, 98
convergencia en probabilitat, 95, 124
convergencia feble de probabilitats, 125
convergencia “forta” de probabilitats, 125
convergencia quasi per tot, 98
convergencia quasi segura, 95, 98
covariancia, 90
Criteri d’integrabilitat de Tonelli-Hobson, 91
Criteri d’integrabilitat de variables aleatories, 103, 106
Criteri de convergencia q.s. de series, 101
Criteri de la mitjana aritmetica, 105
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De Moivre, Abraham, 123

delta de Dirac, 28, 32, 67, 114, 120, 123, 125, 126
densitat, 64

densitat condicionada, 88
derivada de Radon—Nikodym, 64
Desigualtat de Holder, 73, 91
Desigualtat de Kolmogorov, 100
Desigualtat de Minkowski, 73
Desigualtat de Schwarz, 55, 91
Desigualtat de truncacio, 121
Desigualtat de Txebixev, 93, 94

esdeveniments, 9
familia independent, 82, 90
familia independent de colleccions, 82
independencia, 82, 86
independencia dos a dos, 90
espai £°, 69, 73
espai de mesura, 8
complecié, 21, 25, 34
complet, 20, 34
finit, 32
espai de probabilitat, 9
finit, 32
espal metric complet, 70
espai mesurable, 8
finit, 32
producte, 75
espai normat, 70
espai topologic, 25
espais LP, 70, 73
espais LP, 70, 73
norma, 70
esperancga, 68
esperanga condicionada, 88, 89
estabilitat per interseccions finites, 10
estabilitat per unions finites, 10
estructura generada, 10

Formula d’integracié per parts per a series, 102
Foérmula d’inversié, 116-118
Formula d’inversié de les condicions, 86
Foérmula de Bayes, 86, 91
Foérmula de les probabilitats compostes, 86
Foérmula de les probabilitats totals, 86
Férmula de sumacié parcial d’Abel, 102
freqiiencia relativa, 99
funcié Borel-mesurable, 39, 40
funcié caracteristica, 112, 113

propietats, 113, 118
funcié complexa, 55

integrable, 55

integral, 55
funcié constant, 41
funcié de conjunt, 9
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extensié, 16, 17, 23, 25
finitament additiva, 9
numerablement additiva, 9
positiva, 9
additiva, 11, 12
producte per escalars, 32
o-additiva, 9, 11, 19
o-finita, 16
suma, 32
funcié de distribucio, 26, 29
conjunta, 83
d’una variable aleatoria, 68
de vectors aleatoris, 83
“funcié de punt”, 28
funcié de salts, 30
funcié elemental, 43
positiva, 44
integral, 45
successio creixent, 45
representacié “canonica”, 45
funcié exponencial complexa, 112
funci6 Gamma de Euler, 126
funcié generatriu de moments, 126
funcié indicador, 43
funcié integrable, 51
funcié mesurable, 37
integral, 50
positiva
integral, 47
successio, 48
successio creixent, 48
funcié numerica, 38
funci6 part negativa, 42
funci6 part positiva, 42
funcié valor absolut, 42

independencia, 82, 86
dos a dos, 83
integral
additivitat respecte el conjunt d’integracié, 64
de funcions complexes, 55, 112
de funcions elementals positives, 45
propietats, 45
de funcions mesurables, 50
propietats, 52
de funcions mesurables positives, 47
propietats, 48
de Lebesgue, 8, 37
existencia, 51, 55
idea intuitiva, 44
impropia, 66
que depen d’un parametre, 60

Kolmogorov, Andrei, 99

Lema de Borel-Cantelli, 1r, 94, 107
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Lema de Borel-Cantelli, 2n, 94

Lema de Fatou, 58, 59
invertit, 59, 71

Lema de Kronecker, 101

llei binomial, 119, 125

llei condicionada, 87

llei conjunta, 83

llei de Bernoulli, 114

llei de Poisson, 125-127

llei exponencial, 73, 125

Llei Feble dels Grans Nombres, 100, 105, 108

Llei Forta dels Grans Nombres, 104, 107, 123
per a variables de L2, 102

llei Gamma, 126

llei marginal, 83, 88, 91

llei normal, 28, 64, 114, 119, 124, 125

llei uniforme, 73, 74, 92, 106, 124, 126

“Lleis dels Grans Nombres”, 98

Lleis Febles dels Grans Nombres, 99

Lleis Fortes dels Grans Nombres, 99

més infinit (+00), 38
menys infinit (—o0), 38
mesura, 8
continua, 30, 35
de probabilitat, 9
discreta, 30, 35
funcié de distribucio, 30
familia uniformement o-finita, 77
finita, 9
o-finita, 36
simetrica, 124
successio creixent, 32
mesura comptadora, 8, 16, 31, 72
mesura comptadora de naturals, 66, 69, 72
mesura de Lebesgue, 8, 16, 25, 28, 32, 44, 66, 69, 81, 88, 117
mesura de Lebesgue—Stieljes, 28, 30, 35, 36
funcié de distribucid, 29
mesura de transicié, 76
mesura exterior, 17, 33
mesura imatge, 62, 68
mesura producte, 82
mesurables Lebesgue, 8, 25
moment d’ordre p, 69
monotonia, propietat de, 9, 10, 33
@ -mesurable, 17

nombre normal, 107

particié, 32
Poisson, Siméon-Denis, 98
probabilitat, 9
continuitat sobre successions monotones, 13
definicié freqiientista, 99
discreta, 30
funcié de distribucio, 30
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funcié de distribucid, 29

Teoria Axiomatica, 99
probabilitat condicionada, 86
probabilitat de transicid, 77
probabilitat simetrica, 124
propagacié dels errors, 127

q.p-t., 51

q.s., 51

quasi per tot, 51
quasi segur, 51

R
conjunt, 38
estructura aritmetica, 39
estructura d’ordre, 38
estructura mesurable, 39
estructura topologica, 39
recobriment, 19
rectangle, 33
mesurable, 75

serie telescopica, 12
semialgebra, 13, 22

generada, 13
o-algebra, 7, 14

generada, 8, 31, 38

inicial, 38

producte, 75
o-algebra de Borel, 25

en R", 8
o-additivitat, 8
subadditivitat

finita, 10, 33

numerable, 10, 33
successio convergent en LP, 96, 98
successio convergent en llei, 111
successio convergent en probabilitat, 95
successio convergent feblement, 109
successio convergent quasi segur, 95, 98
successio creixent q.p.t., 57
successio de Cauchy en LP, 96
successio de Cauchy en probabilitat, 95
successié de Cauchy quasi segur, 95
successio de conjunts, 11, 34, 35

convergent, 34

creixent, 11, 34

limit, 11
decreixent, 11, 34
limit, 11

limit, 11, 34, 35

limit inferior, 34, 35

limit superior, 34, 35

monotona, 11

Teorema Central del Limit, 123, 125
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Teorema de Carathéodory, 2n, 19
Teorema de Continuitat de Lévy, 119, 122
Teorema de Fubini, 81, 85
Teorema de Helly, 119, 120
Teorema de la Convergencia Dominada, 59, 60
Teorema de la Convergencia Monotona, 57, 58
teorema dual, 58
Teorema de la Convergencia Uniforme, 74
“Teorema de la Mesura a I’Espai Producte”, 82
Teorema de la Mesura Imatge, 62, 67, 72, 73
Teorema de la Mesura Producte, 77, 81, 85, 91
Teorema de les Classes Monotones, 14
Teorema de Prokhorov, 120
Teorema de Radon-Nikodym, 65, 72
Teorema Fonamental del Calcul, 118, 122
Teoremes de Convergencia de Lebesgue, 57
Teoria de la Integral de Lebesgue, 8, 37
Teoria de la Integral de Riemann, 74
Teoria de Series, 66
topologia, 25
de R”, 40
de R™, 40
generada, 10
transformada de Fourier, 126
transformada de Laplace, 126
transformades, 126

variancia, 69
variable aleatoria, 68
distribucié, 68
llei, 68
variables aleatories
criteri d’integrabilitat, 103
familia independent, 82-84, 91
identicament distribuides, 99
variables aleatories incorrelacionades, 90
variables aleatories independents, 118
vector aleatori, 68
funcié de distribucio, 83
llei, 83



