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Teoria d’extrems en R"

1.1. El problema general d’optimitzacié en R"

En aquest primer apartat veurem queé es pot dir del problema general d’optimitzacio en R™,

min f(z)

on S és un subconjunt qualsevol de R™, i f és una funci6 a valors en R.

Definicié 1.1.1. Un punt z* € S és un minim global (o absolut) de f en S si
Ve eS, f(x) = f(a7) .

El minim global s’anomena estricte si

Ve e S, z#a" = f(x) > f(z") .

O
Esta clar que no pot haver-hi més d’un minim global estricte.
Definici6 1.1.2. Un punt z* € S és un minim local (o relatiu) de f en S si
de>0: Vz el |z—a%|<e= flx) > f(z¥) .
Un minim local és estricte si
Je>0: Ve el ||z—a"|<e xz#z"= f(x) > f(z") .
O

Podem visualitzar facilment les nocions anteriors en dimensi6 1:

1
1
1 1
1 1
1 1
1 1
+ Vv
minim local minim local

(no global) (i global)
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zona de minims locals

(no estrictes)

En principi, el que voldriem és trobar un minim global de la funci6 f sobre el conjunt S.
Malauradament aquest és un problema molt dificil en general. Els métodes que veurem estan
enfocats cap a la cerca de minims locals.

Sobre I'existéncia de minims, la resposta més senzilla ve donada pel Teorema de Weierstrass:

Teorema 1.1.3 (Teorema de Weierstrass).
Si f és continua i S és un conjunt compacte de R™, llavors ezisteix minim global de f en S. [

Definici6 1.1.4. Donat un problema d’optimitzaci

min f(z)

el conjunt S s’anomena conjunt factible i els punts x € S soén els punts factibles del problema.
Els punts x ¢ S son punts no-factibles. O

Veurem que els métodes practics per trobar minims consisteixen en anar-nos movent d’un punt
factible a un altre punt factible millor (amb valor menor de la funcié f), tantes vegades com
calgui. Aixo motiva la definici6 segiient:

Definici6 1.1.5. Donat x € S, un vector d € R" és una direccid factible en x si
Je>0: ac0,e]= z+ade S .

En paraules: “el segment x + ad estd en S, per a > 0 prou petits”. Per exemple:

direccio
no factible

direccions
factibles

Observeu que si z € S (Iinterior de S), tot vector d € R™ és una direcci6 factible.

Notacions 1.1.6. Denotarem per V f(x) el vector gradient de f en el punt z; és a dir:

Vi(z) = (aai(x),gé(x),...,i;’;(m)) .
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Recordem que, si d és un vector de R", el producte escalar V f(x) - d coincideix amb la derivada
direccional de f en x segons el vector d:

_ iy (@4 hd) — f(2)
Vf(m)-d—}lg% . .

Denotarem per V2 f(z) la matriu hessiana de f en el punt z; és a dir:

o (z O (z)
8%18:61 o 833185671
V2 = : :
f(a) 2 2
Ly ) o7 (z)
0,011 T 0,0z, v

Naturalment, el gradient i la matriu hessiana estan definits si existeixen totes les derivades
parcials necessaries. Una hipotesi habitual és suposar que les derivades parcials, a més d’existir,
son funcions continues de x. Quan les primeres derivades son continues, diem que f és de classe
C',iescrivim f € C'. Quan ho son les segones derivades, diem que f és de classe C2, i escrivim
f € C?, i aixi successivament. Evidentment, f € C?> = f € C. O

Teorema 1.1.7 (Condicions necessaries de minim local).
Suposem f € C?.

Si x* és minim local de f en S, llavors per a tota direccio factible d en x* es té:
i) Vf(z*)-d>0.
i) Si Vf(x*)-d=0, llavors d-V*f(z*)-d > 0. !

Demostracio.

i) Intuitivament, podem pensar en el que sabem en una variable: Com que Vf(x*) - d és
la derivada direccional de f en la direcci6 d, si en z* hi ha un minim, la funcié6 no pot
decréixer en la direccié d, i aquesta derivada ha de ser més gran o igual que zero.

Formalment: Considerem la funcié d’una variable g(«a) := f(z* + ad), per a € [0,¢], amb
€ tan petit com calgui. Tindrem que:

o g(a) > g(0) per a € [0,¢],
e ¢J(a)=Vf(x*+ad) dperac(0,¢e) (regla de la cadena),
e ¢'(0) existeix com a limit per la dreta en el zero de ¢'(a) (perqué f € C') i és igual
a Vf(z*)-d.
Podem escriure aleshores, pel Teorema de Taylor,

0< g(a) — g(0) = ¢ (O)a+o(a) , ael0e.

Dividint per «, que és positiu, i prenent limit quan o — 0, la desigualtat es conserva i

tenim V f(z*)-d = ¢’(0) > 0.
ii) Pel Teorema de Taylor,
0 < g(a) = 9(0) = 39" (0)a” + o(a?)
i, aplicant la regla de la cadena, d - V2f(z*) - d = ¢”(0) > 0.
O

Exercici 1.1.8. Completeu els detalls de 'apartat ii) de la demostraci6 anterior. En particular,
comproveu ’aplicacié de la regla de la cadena. ]

Notacio: Sino hi ha confusié possible, quan multipliquem un vector per la dreta a una matriu evitarem posar
el simbol de transposat. Formalment, haurfem d’escriure d' - V2 f(z*) -d > 0
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Corollari 1.1.9 (Condicions necessaries de minim local, cas interior).
En la situacid anterior, si x* € S, llavors:

i) Vf(z*)=0.
i) V2f(x*) és semidefinida positiva.

Demostracid.

i) Tota direccio d és factible i compleix V f(2*) - d > 0. Agafant com a d els elements de la
base canonica i després ells mateixos canviats de signe, obtenim V f(z*) = 0.

i) d-V2f(z*)-d >0, Vd € R" és precisament la definicié de semidefinida positiva.
O

Observaci6 1.1.10. Els apartats i) de la Proposicio i el Corollari anteriors son certs suposant
només f € CL. O

Teorema 1.1.11 (Condicions suficients de minim local, cas interior).
Suposem f € C?.

Sigui x* € S. Si
a) Vf(z*) =0,
b) V2f(z*) és definida positiva (és a dir, d-V2f(z*)-d >0,Vd € R", d #0),

aleshores x* és minim local de f en S (i a més, estricte). O

Aquesta tltima proposicio no la formulem en general perqué per x* a la frontera de S és dificil
d’escriure i no té prou interés fer ’esfor¢. A I’Apartat 1.3 ho farem per al cas en qué S ve donat
per restriccions funcionals, que si és interessant.

1.2. Convexitat
Definicions 1.2.1. Un conjunt S C R" és convez si
Vai,29 € 5, VA € (O, 1), Ary + (1 — )\)xg es.

Sigui S C R™ convex. Aleshores:

e f: S — R ésuna funcid convezra si

Vai, s €S, VA€ (0,1), fF(Azy + (1= Nwa) < Af(w1) + (1 — N) f(a2) .

o f: S5 — R és estrictament convexa si
Vay, 2 € S, 21 # 22, VA€ (0,1), f(Az1 + (1 = N)z2) < Af(21) + (1= A)f(22) .

e f: S — Rés concava o estrictament concava si —f és convexa o estrictament convexa, res-
pectivament. (Equivalentment, les mateixes definicions de convexa i estrictament convexa
invertint les desigualtats.) O

Per a funcions de classe C?, la convexitat té una caracteritzacioé util en termes de les derivades
segones: La matriu hessiana ha de ser semidefinida positiva, almenys en les direccions factibles.
Per demostrar aquesta caracteritzacid, necessitem primer establir-ne una altra, que val per a
funcions de classe C!, i té una interpretacio grafica facil: En dimensié 1, per exemple, ens diu
que les rectes tangents a la grafica estan sempre sota la grafica.
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i T2

Figura 1.1: Una funcié estrictament convexa en dimensié 1. Els segments que uneixen punts de la
grafica estan per sobre de la grafica.

f()

f(xo) + f'(wo) (2 — x0)

Figura 1.2: La mateixa funcié convexa de la Figura 1.1. Les tangents estan per sota de la grafica.

Lema 1.2.2. Siguin S C R™ convez i f: S — R de classe C*. Aleshores:
f és convexa en S & Vx,xg € S, f(x) > f(xo) + Vf(xo) - (x — o) -
Demostracio.
=) Per qualsevol X € (0, 1),
fQz + (1= Nao) < Af(z) + (1= A)f(xo) , =
f(@o+ Az —20)) < fzo) + A(f(2) — f(20)) , =
1
1 @0+ A@ —20)) = f(w0)) < f() = f(x0) -
Fent A — 0, queda
Vf(zo) - (x — z0) < f(z) — f(0) -
<) Fixem x1,20 € Si A€ (0,1),1iposem z := Axy + (1 — A)ze. Tindrem:
flx1) =2 f(2) + Vf(z) - (21 — )
f(@2) = f(x) + Vf(x) - (22 — @)
Multiplicant per A la primera expressio, per (1 — \) la segona, i sumant, obtenim

Af(z1) + (1= A f(x2) = f(Az1 + (1 — N)a2) + 0.
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Proposicié 1.2.3. Siguin S C R™ conver, i f: S — R de classe C?. Aleshores:
f és convexa en S < Vx € S, Vd direccid factible en z, d-V*f(z)-d >0 .

Demostracio.

<) Donats z,xo € S, existeix A € [0, 1] tal que (Teorema de Taylor)
f(@) = f(xo) + Vf(z0) - (x —x0) + 5(x —0) - V2f (Ax + (1 = N)xo) - (z — ) -
L’altim terme és positiu, per la hipotesi. Per tant,
f(x) = f(zo) + Vf(xo) - (x — o) ,
que és equivalent a la convexitat, pel Lema 1.2.2.
=) Suposem que per certs punts x, g € S es tingués
(z — x0) - V2f(z0) - (z —20) < 0.
Per la continuitat de les derivades segones, podem seleccionar x prou proper a xg de manera
que
(x —20) - Vf(Az + (1 = N)zo) - (x —20) <0, VA €[0,1] .
Aixo vol dir, usant la mateixa formula de Taylor d’abans, que

f(@) < flxo) + Vf(zo) - (z = x0) ,

i, pel Lema 1.2.2, la funci6 no seria convexa.

Teorema 1.2.4 (Local-Global per a funcions convexes).
Sigui S C R™ conver, i f: S — R conveza.

Si x* és minim local de f en S, llavors x* és minim global de f en S.

Demostracié. Si z* no fos minim global de f en S, existiria z € S tal que f(z) < f(z*).
Aleshores, per VA € (0, 1),

fAz+ (1 =A)2") SAf(x) + 1 =N f(@") < f(2")
i aixo contradiu que x* sigui minim local, ja que A pot ser arbitrariament proper a zero. ]
Teorema 1.2.5 (“les condicions necessaries son suficients”).

Siguin S C R™ convez, i f: S — R conveza i de classe C*.

Six* € S compleix Vf(x*)-d > 0, per a tota d direccié factible en x*, llavors x* és minim
(global!) de f en S.

En particular,

Vf(z*)=0= z* és minim global.

Demostracio. Per a qualsevol x € S, x — x™* és direcci6 factible gracies a la convexitat de S. Per
tant, usant el Lema 1.2.2, f(z) > f(z*) + Vf(z*) - (x — 2*) > f(z*). O
Exercici 1.2.6. Considerem la funcié f(z1,z2) = :z:iL + x% + x1 + x2, definida sobre el conjunt
S ={(z1,22) € R?: z; >0, |zo| < a1} .
a) Comproveu que V£(0,0)-d > 0, per a tota direcci6 factible d en (0,0).
b) Comproveu que la funci6 f és convexa i que el domini S és convex.

c) A partir dels apartats anteriors, qué es pot afirmar del punt (0,0) respecte la funci6 f?
]
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1.3. Restriccions funcionals

Considerarem ara el cas en qué la regi6 factible S ve donada per igualtats i desigualtats funcio-

nals:
hi(x) =0 g1(z) <0

S := punts z de R" tals que : i

on h;: R" - R,ig;: R" — R.

Com que el problema té ara més estructura, és d’esperar que puguem afinar la teoria de I’Apartat
1.1.

Si totes les funcions involucrades sén afins, es tracta d’un problema de Programacid Lineal, per
al qual tenim una bona teoria, basada en algebra lineal, i un bon métode general de resoluci6. Si
no, diem que tenim un problema de Programacié No Lineal (o Optimitzacié No Lineal).

La funci6 f rep el nom de funcid objectiu, i les igualtats i desigualtats que defineixen S sén les
restriccions del problema. Des del punt de vista de les aplicacions, interessa trobar tant el valor
del minim com un punt z € S on s’assoleixi. A la practica, naturalment, una bona aproximacio
és suficient.

Si es tracta de trobar el maxim de f en .S, el més senzill és canviar el signe de la funcié i pensar
sempre en minimitzar, usant que

max f(z) = —(min — f)

z€eS €S

i que ambdos s’assoleixen en el mateix o mateixos punts.

Definicions 1.3.1. Donat un punt factible z*, una restriccié g;(x) < 0 es diu que és activa en
x* si gi(z*) = 0. Es inactiva si g;(z*) < 0.

Les restriccions h;(x) = 0 s6n sempre actives en tot punt factible. O

Una funci6 h: R™ — R™ es pot pensar com un vector de funcions reals h(z) := (hi(z), ..., hy(z)),
i podem escriure l'equacié vectorial h(x) = 0 per representar el sistema de m equacions esca-
lars

hl(.ili) =0
hm(xz) =0
Analogament, podem escriure g(x) < 0 per denotar el sistema d’inequacions

g1(z) <0

gr(gjj <0

Definicié 1.3.2. Un vector v és tangent al conjunt S C R™ en un punt z* € S si:
a) Hi ha una successio de punts {xp}r C S, tal que limy_,o 2 = z*.

b) Hi ha una successio {tx}r C R, amb ¢ > 0, decreixent amb limit zero, tal que
T — x*

lim — = V.
k—oo T
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Es important visualitzar el significat d’aquesta definici6. Imaginem que estem en el punt z* i
veiem acostar-se cap a nosaltres els punts x;. La direccid des de la qual ens colpejaran és la
direcci6 v.

La successio {t;}r només serveix per normalitzar: Si el vector v és unitari, podem prendre
tr, = ||zr — 2*|; i en general, si té norma ||v||, podem prendre t = ||z — z*||/||v]|. 2

Queda clar que si v és un vector tangent, aleshores per a tot A > 0, el vector A-v també és vector
tangent: només cal escalar convenientment la successio {t;}r. També esta clar que el vector 0
sempre és un vector tangent, agafant x; = x*.

Una definici6 equivalent de vector tangent és: Un vector v és tangent a .S en el punt z* € S si,
o bé v =0, o bé existeix una successio {x}r C S, amb x # z* per a tot k, tal que
T — x* v

lmzp=2* 1 lim —— = — .
k—o0 k—oo ||k — z*||  ||v]|

La idea intuitiva de vector tangent és la que tenim tots de geometria elemental (recta tangent
a una corba, pla tangent a una superficie, etc).

[Vegeu la Figura 11.2 de Luenberger, pag 324: La figura (b) és el cas en qué els vectors tangents
a una superficie suau de R® formen un espai vectorial de dimensié 2, el pla tangent. La figura
(a) és una corba en R? o R3, i els vectors tangents formen un espai vectorial de dimensi6 1, la
recta tangent. A la figura (c) veiem una corba en R3, determinada per la interseccié de dues
superficies, i els vectors tangents també formen un espai vectorial de dimensio 1.

Pero no és cert en general que els vectors tangents en un punt formin un espai vectorial. A la
Figura 1.3 veiem dos casos. En el cas (a) tenim el conjunt S = {(x1,z2) € R? : (21 +1)? — 29 <
0, (x1 —1)2 =125 <0}, delimitat per dues paraboles. En el punt 2* = (0, 1), els vectors tangents
son els que apunten cap a la regié ombrejada 7', inclosa la vora. En el cas (b), el conjunt S és la
uni6 de les dues paraboles anteriors, o sigui S = {(x1,z2) € R? : ((x1+1)2—3:2) ((:1:1—1)2—;32) =
0}. En el punt (0,1), només hi ha quatre direccions de vectors tangents.

T2 T2

T

(a) (b)

Figura 1.3: Dos casos en qué els vectors tangents no formen un espai vectorial
Definici6 1.3.3. El conjunt format pels vectors tangents en un punt s’anomena el con tangent.
O

Es pot comprovar que és efectivament un con, segons la definicié segiient: Un subconjunt 7' C R"
és un con si per a tot v € T i per a tot A > 0, el vector A - v també pertany al con.

Exercici 1.3.4. Tota direcci6 factible de S en un punt és un vector tangent en aquell punt. A
la inversa no és cert. ]

2Per ser rigorosos, caldria afegir aqui que si ) = x*, aleshores t;, pot ser qualsevol real positiu.
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A partir d’ara suposarem que totes les funcions tenen totes les derivades continues que calguin,
sense explicitar-ho més.

Definicié 1.3.5. Sigui h: R* — R™.

Un punt z*, solucié de 'equacio h(z) = 0, és un punt reqular de l’equacio si Vhy(z*), ..., Vhpy(z*)
son vectors linealment independents. O
El concepte de punt regular no és intrinsec del conjunt determinat per h(z) = 0, sin6 de la seva
representaci6 concreta en termes de la funcié h. Per exemple, en R?, les funcions h(x1,z2) = z1

i h(w1,22) = 27 determinen la mateixa recta 1 = 0; tots els punts de la recta son regulars per
la primera representacio, pero el (0,0) no ho és per la segona.

Notaci6 1.3.6. Si h: R” — R™, denotarem per Vh(x) la matriu jacobiana de h en el punt x,
és a dir,

Ohy ohq

871'1(33) Txn(x)
Vh(z) = : :

Ohm Ohm,

()

()

0x1 o0z,

Observeu que no hi ha conflicte amb la notacié per al gradient que hem introduit a 1.1.6. El
gradient no és més que la matriu jacobiana d’una funcié h: R™ — R. O

La segiient proposici6 diu que el con tangent a un punt regular de h(z) = 0 és un espai vectorial
i explicita de manera molt util.

Proposicio 1.3.7. Si x* és un punt reqular de ’equacié h(x) = 0, el con tangent al conjunt
{z: h(z) =0} en a* és l'espai vectorial format pels vectors ortogonals als gradients de h en x*;
0 Sigui, €s

{veR": Vh(z") -v=0}.

Demostracio. Un vector tangent v sempre és ortogonal als vectors Vh,;, tant si el punt és regular
com si no. Veiem-ho: Considerem les successions {xy}r 1 {tx}r tals que

. T —xt
lim —— =w
n—oo tk;

Aix0 es pot expressar també
xp =" 4+ tgv + o(ty) -

Desenvolupant per Taylor h; fins a primer ordre h; en el punt z*, tenim

0= hiifk) - tlk[hz«x*) + Vhila") (v + o(tx)) + ot
= tlk [thhi (x*)v + O(tk)]
= Vh;(z") - v+ O(tik) .

Prenent limit, obtenim Vh;(xz*) - v = 0.

Veiem ara que si z* és regular, un vector v ortogonal a tots els gradients Vh;(z*) és necessari-
ament un vector tangent. La hipotesi implica que la matriu jacobiana Vh(z*), de dimensions
m X n, té rang maxim m. Sigui Z una matriu n X (n —m) que tingui per columnes una base de
Ker Vh(z™*).
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Considerem, per cada t € R, el sistema lineal d’equacions n x n amb incognites z € R",

rea = (i = ()

Per t = 0, la tinica soluci6 és z = z*, donat que Z! té rang maxim. La matriu jacobiana de R
en aquest punt respecte les variables z és la matriu n X n

V.R(*,0) = (th(;”*))

que és no-singular.

Pel Teorema de la Funci6 Implicita, podem aillar z en funcié de ¢ en un entorn de ¢t = 0. Per
tant, hi ha una soluci6 z del sistema per valors de t; > 0 prou petits i formant una successio
que tendeix a zero.

A més,
h(zg) =ty Vh(z") - v =0

Per tant, els punts zj estan en el conjunt determinat per h(z) = 0. Veurem que amb aquestes
successions ens serveixen per demostrar que v és un vector tangent:

Aplicant el Teorema de Taylor a h(zg),

0= Rz, t) = (hészgz; ik§h£$:2v)v)

_ <Vh(a:*)(zk —x*) 4+ o(||zk — x*||) — tx Vh(z*) - v>
ZT (2, — 2% — tyv)

= (V) -~ )+ ol = )

Dividint per tg,
~ (Vh(z*)\ (2 — " 2k — 2*||
_< zT )( tr _U)+O( tx )7

d’on, invertint la matriu del davant,

=T (sz—w*H)
i =v+o »

i es dedueix que el terme de I'esquerra tendeix a v, com voliem demostrar. ]

Teorema 1.3.8 (Condicions necessaries de minim local). Sigui
hi(z) =0 gi(z) <0
hi(z) =0 gp(x) <0

St x* és un minim local de f en S i és punt reqular de les restriccions actives en x*, llavors
existeizen A = (A1, ..., Am) @ = (U1,...,1r) >0 tals que

1)
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2) La matriu
m T
M(a™) == V2 (@) + D> X V2hi(a™) + ) i - V2gi(a™)
i=1 i=1
compleiz v - M (x*) -v > 0, per a tot v de l’espai tangent a les restriccions actives en x*.

Les constants Ay, ..., Ay s’anomenen multiplicadors de Lagrange, i les constants p1, ..., p, s’a-
nomenen multiplicadors de Karush-Kuhn-Tucker. La condicié 1) és una condicid de 1r ordre,
perqué només involucra derivades primeres; la 2) és de 2n ordre, perqué hi intervenen deriva-
des segones. Les condicions de primer ordre es coneixen habitualment com les condicions de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT, per abreviar).

Per a la demostracio, distingirem dos casos:

1r cas: No hi ha restriccions de tipus <. Llavors:

- La condici6 de primer ordre queda V f(z*) + AVh(z*) = 0.
- La matriu M (z*) és V2f(x*) + Y \iV2h;(z*).
i=1

2n cas: Cas general.

Demostracio.
1r cas; condicio de primer ordre: Podem suposar que m < n; en cas contrari, qualsevol vector es
pot expressar com a combinaci6 lineal dels vectors linealment independents Vi (z*), ..., Vi, (z*)

1 ja estariem.

La matriu jacobiana Vh(z*), que és m X n, tindra rang maxim m i suposarem que les primeres
m columnes formen la submatriu invertible que segur que existeix.

La variable € R™ podem dividir-la en dues parts, x = (zp,xy), on B representa els subindexs
1,...,m i N representa els subindexs m 4+ 1,...,n. Denotarem Vg la derivacié respecte les
variables de xp, i V la derivacié respecte les variables de xn. Tenim doncs que la matriu
mXxXm

8771(% ) Oz (z%)
Vph(x*) := : :
Ohm, Ohpm,

€ ()

ox1 0xTm

és invertible.

Pel Teorema de la Funcié Implicita, ’equacié h(xp,xn) = 0 permet aillar zp en funcié de zy,
donant lloc a una funcié ¢: V. .C R"™™ — R™, tant regular com h, en un entorn V' de z7%, i

Vo(zn) = (- VBh(cf)(xN)afEN))_l -Vnh(d(zN), zN) -

Considerem la funcié F': V C R"™" — R, definida aixi:

F(zn) == f(¢(zn),zN) -

Esta clar que z}, és un minim local de F' sense restriccions (hem “eliminat” les restriccions al
usar-les per aillar unes variables en funci6 de les altres). Per tant, estem en la situacio del
Corollari 1.1.9 (si no hi ha restriccions, tot punt és interior al conjunt factible), i el gradient de
F ha de ser zero en x7. Per la regla de la cadena,

0=VF(zy) = Vaf(a®)- (- Vsh(z*) " Vyh(®) + Vnf(a®) . (1.1)
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Definint el vector A € R™ com

A= Vpf(a®) - (= Vh(z*) ™ (1.2)
podem escriure (1.1) com
0=A-Vnh(z") +Vnf(®), (1.3)
i(1.2) com
A-Vph(z*) +Vpf(z*)=0. (1.4)

Combinant (1.3) i (1.4), obtenim

A Vh(z*) + Vf(z*) =0 (1.5)

Ir cas; condicid de segon ordre: Volem aplicar la condicié necessaria de segon ordre sense
restriccions a la funci6 F' definida abans, o sigui que la matriu Hessiana de F' en x% sigui
semidefinida positiva:

y-V2F(zy) -y>0, VyeR"™.

Per trobar la matriu Hessiana de F cal tornar a fer derivades parcials en (1.1). Es un calcul
molt pesat, 1 dona, posant per abreviar B := Vpgh(z*), N := Vyh(z¥),

_ T _
0<yT-V2F(ay) -y = (‘B;Ny> V() <‘By1Ny)

(1.6)

af

[Zv% el
Analogament, si definim H;: R"™™™ — R com H;(zy) = hi(¢(xn),zn), per i = 1,...,m,
obtenim, derivant dues vegades l'equacioé H;(zy) = 0,
_BINy\ BNy
0=yT-v2Hi<x}‘v>-y=< y ) V(") - < y )
m (1.7)
L Ohi
+y" [ Y V) 5@

j=1 J

Multiplicant (1.7) per la A; de la condici6 de primer ordre, sumant per ¢ = 1,...,m, i sumant

també la desigualtat (1.6), obtenim

0< (—Bley>T‘ v21a") +§:v2hi($*)} ‘ (—Bley>
[ZV% (52 s o))]

Com que, per la condici6é de primer ordre,

8}1

8CC]

=1

ens queda

os<‘BWy)‘w@*ﬂ(—””) e
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Només falta veure que els vectors de la forma v = (vg,vy), amb vg = —B!Ny, i vy = y s6n
precisament els de I’espai tangent a les restriccions en el punt z*. En efecte, aquest espai tangent
és
v E : ) v =
R": Vh(x* 0
= {(vg,vy) € R™"™™) : Byg + Nuy = 0}
= {(UB,’UN) € Rmx(nfm) v = —BleUN, VN € Rnfm}

i aquests son els vectors que tenim en (1.8).

2n cas; condicio de primer ordre: Suposem que h; = 0,...,h, =0, g1 <0,...,g, <0 s6n les
restriccions actives en el minim local z*.

z* serda també minim local de f en la regié més petita

hi(z) =0 gi(z) =0

() = 0 gpla) = 0

Per tant, el resultat del primer cas s’aplica a aquest problema que només té restriccions d’igual-
tat, i obtenim l'existéncia de constants A1, ..., Ay, 1, ..., fp complint la condicié necessaria de
primer ordre. Afegim p,11 = --- = p, = 0 per a les restriccions no actives, per a les quals
gi(x*) < 0,1 ja tenim les dues igualtats que hem de comprovar.

Nomeés queda veure que p > 0. Suposem que p; < 0 (raonament idéntic per als altres indexs).
Traiem la restricci6 gi(z) = 0 i considerem el conjunt S determinat per les demés restriccions
actives. Sigui T'(x*) l'espai tangent a S en z*:

T(x*):={veR": Vhi(z)-v=0(0G(=1,...,m), Vgp(z) - v=0(k=2,...,p)}
Vg1 (x*) no és ortogonal a T'(z*): Si ho fos, seria linealment dependent del conjunt
Vhi(z*),...,Vhy(z*),Vga(z™),...,Vgp(z¥)

i aixd no pot ser per la hipotesi de punt regular de x*. Per tant existira un vector y € T(x*) tal
que Vgi(z*) -y < 0. Per aquest vector,

V(@) y+AVh(z") -y +uVg(a®) - y=0, = Vf(z") y<0.

perqué el segon terme de I'esquerra és zero i el tercer també excepte per u1 Vg (z*) -y > 0.

En definitiva: En la direccié y la funcié f disminueix; i es tracta d’una direcci6 factible, perqueé
les derivades direccionals de g en la direccié y sé6n més petites o iguals a zero, i per tant ens
mantenim dins de les restriccions originals. El punt z* no podria ser minim local.

2n cas; condicid de segon ordre:

Si « és un minim local del problema, també ho és del problema agafant només les restriccions
actives. Apliquem doncs la condicié analoga per a restriccions d’igualtat. ]

Exemple 1.3.9.

[Estudieu 'Exemple 12.1, pagina 308 de Nocedal-Wright. Aquest és I’exemple més senzill per
visualitzar les condicions KKT. Es molt important entendre’l a fons.

Observeu que 'equacié (12.10) escriu AVg(z*) a l'altra banda del signe igual. No importa
perqueé el signe dels multiplicadors de Lagrange A no té cap significat intrinsec. Si escrivim
la restriccio com —2% — 23 + 2 = 0, ens determina el mateix conjunt i en canvi el signe del
multiplicador sera el contrari.

Si podeu, llegiu la resta dels comentaris de les pagines 309 i 310, per més idees intuitives sobre
el mateix dibuix.| O
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Exemple 1.3.10. Per estudiar un teorema és tan important I’enunciat precis com els contra-
exemples quan una hipotesi falla. Qué pot fallar per a qué no existeixin els multiplicadors de
Lagrange? Considereu el problema

min f(z1,x2) = (1 —1)? + 23

subjecte a: { z¥ =0

Fent un dibuix amb les corbes de nivell de f, es veu clar que hi ha un minim local en (0,0).
Pero plantejant les condicions necessaries, obtenim

2(x1 — 1) +2 1 =0
2ZE2 =0 ’

que conjuntament amb la restriccié ens déna un sistema incompatible. El teorema no s’aplica
perqué el punt (0,0) no és un punt regular de la restriccio.

Exercici 1.3.11. Considereu el problema en R?

min f(x) = z1 + x2

iy (1 —-1)?423-1=0

subjecte a: { (21— 22+ a2 —4=0

Feu un dibuix que representi el problema. Veureu que en realitat només hi ha un punt factible,
que per tant és el minim de la funcié automaticament. Calculeu i dibuixeu els vectors gradients
de les restriccions en el minim i observeu que no sén linealment independents; comproveu que
efectivament no existeixen els multiplicadors de Lagrange, intentant resoldre el sistema KKT, i
també visualment dibuixant el gradient de f.

Comproveu que la condici6é de punt regular, si bé és suficient, no és necessaria per a existéncia
dels multiplicadors: Si f(x) = z1, si que existeixen (el gradient de f apunta “casualment” en la
direcci6 correcta). O

Exemple 1.3.12.

[Estudieu ’Exemple 12.2, pagina 310 de Nocedal-Wright. Aquest és el segon exemple fonamental
a entendre a fons, després de I'exemple 12.1. Aneu amb compte amb la notacio, lleugerament
diferent de la nostra: Els multiplicadors KKT aqui es denoten per A; es posen a l’altra banda
del signe igual en la condici6 necessaria de primer ordre, i les desigualtats s’escriuen ¢(z) > 0 en
lloc de g(x) < 0. Recomano que us aneu traduint ’exemple, inclosos els dibuixos, a les nostres

notacions.
El que és més interessant aqui és observar que el signe del multiplicador és molt important.
Intenteu entendre la resta de comentaris fins a la pagina 313.] O

Teorema 1.3.13 (Condicions suficients de minim local).
Siguin S i f com en el Teorema 1.5.8.

Donat un punt x € S, si existeizen A = (A1,...,  \m) @ o= (p1,..., ) >0 tals que

a)
Vfix)+ M- Vh(z)+p-Vg(z)=0
Vi=1,...,r, pigi(z)=0 [’
b) La matriu M(x) del Teorema 1.3.8 compleiz v- M(z)-v >0, per a tot v # 0 del subespai

{v: Vh(z) -v=0; Vg(x)-v=0, Vi tal que g;(x) =0 i pu; >0}, (1.9)

aleshores © és minim local (estricte) de f en S. O
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Observeu que la condicié b) no és només que M (z) sigui definida positiva sobre I'espai tangent
de les restriccions actives en x. Si traiem el p; > 0, el subespai (1.9) seria més petit, i 'exigéncia
sobre M (x) seria més fluixa. La demostracio de la Proposicié 1.4.1 conté un exemple de la
importancia d’aquest detall.

Exemple 1.3.14. Vegem un exemple complet en qué la teoria que hem vist és aplicable de
manera directa:

min f(z) = 222 + 22129 + 73 — 1071 — 1029

3 +23<5

subjecte a: { 321+ 19 < 6

Imposem les condicions necessaries de 1r ordre, per trobar candidats a minim local.

Vf(x) = (4xy + 229 — 10,221 + 229 — 10)

vo) = (5 )

414+ 200 — 10+ py - 221 +p2 -3 =0
221 4 222 — 10 4 py - 222 + 2 =0

pr- (22 +23-5)=0
/L2-<3x1+$2—6):0

p1 =0, pup >0 |

e Sigi(z) <01 ga(z) <0 so6m inactives, llavors p; = 01 pg = 0 1 queda

dx1 4+ 229 —10=10

2$1+2$2—1O:0 }—>x1:0,$2:5

Satisfa (0,5) les restriccions? No. Per tant, aquest punt no val.
(Observeu que aquest cas correspon a resoldre el problema inicial sense restriccions.)
e Sigi(x) <0 és activa i go(x) < 0 és inactiva, llavors pus = 0, i queda
dxy + 229 — 10+ 2121 =0
2x1 + 229 — 10+ 2122 =0

23 +23-5=0

La resolucié d’aquest sistema no és facil, perd encara es pot fer raonablement. Aillem p; de la
primera equacio:
_ —4x1 — 2x9 + 10

H1 = 271 .

(Podem suposar que 1 # 0, perqué si no es veu rapidament que queda un sistema incompatible.)
Substituint a la segona equacio,

4$1 — 2ZE2 + 10
X
€1
222 — 22129 — 203 — 1021 4 1029 = 0 .

2x1+2x2—10—|—_ 0=0, =

De
23423 -5=0

Ty = 44/5 — 22,

obtenim
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que substituit a laltre equaci6 i simplificant (aixo involucra elevar al quadrat 1'equacio) déna
521 — 3023 + 2527 4 1002, — 100 = 0.

Aquest polinomi resulta tenir dues arrels reals:

1
e {; [5 — (145 + 30v/6)1/3 — (145 — 30v/6)1/3] .

2
2=93 _o

— 2
1,'2:{ 5 — x7y

Per la primera,

Per la segona,

5—x?
—-4-44+10
Per al punt (1,2), s’obté pu; = % =1>0.
—-44+4+10
Per al punt (1, —2) s’obté pu = % =5>0.

Per a les altres dues solucions, pu; ~ —4.07395, pu1 ~ —8.62383, que no sén admissibles.

Pero 1 = 1, 9 = —2, u1 = 5 no és solucio del sistema. (és una soluci6 espuria afegida al elevar
al quadrat per obtenir 'equacio6 de 4t grau.) Només ens queda un unic candidat: z1 = 1, 9 = 2,
p1 =1, que si és solucié del sistema.

Investiguem les condicions suficients:
9 (4 2 9 (2 0 9 (0 0
4 2 20 00 6 2
M(z) = (2 2) - (0 2) 0 (0 0) - <2 4> ‘

M és definida positiva en tot I'espai. Per tant, (1,2) és minim local estricte del problema. De
fet, per arribar a aquesta conclusi6 seria suficient que M fos definida positiva sobre

{v: Va1(1,2) v =0} ={v: (2,4)-v=0} ={v: 2v; +4vy =0} .

6 2 v
_1 . . 1 — 52
(v1, —35v1) (2 4> <_5U1> Sv1 >0,

En efecte,

si (v1,v2) # (0,0).

Observeu, a més, que:

4 2
e f és convexa (estrictament), perqué V2f(z) = < 5 2) és definida positiva.

e El conjunt factible és convex:

22 +23 <5 «  cercle (convex)

. . Interseccié de convexos és convex.
3x1 + a2 < 6 < semiespai (convex)

Pel Teorema local-global 1.2.4, (1,2) és minim global estricte del problema. Ja no cal continuar.
Si haguéssim de continuar, farfem ara els casos:
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e Si g1(z) <0 és inactiva i ga(z) < 0 és activa, llavors p; = 0 i queda
41 + 229 — 10+ 3u2 =0
921 + 229 — 10+ g =0
3r1+20—6=0

Dona una solucié no admissible: 1 = 1%, To = %, w2 = I—g.

e Si totes dues sén actives, hauriem de resoldre
41 4+ 229 — 10+ 2pu121 + 32 =0
221 4+ 222 — 104+ 2120 + p2 =0

23 +23-5=0
3r1+x20—6=0

[
Exercici 1.3.15. Estudieu el problema amb dues restriccions de desigualtat
min f(x) = 1 + xo
2 2
. i +25—-2<0
bjecte a: 1 2 —
subjecte a { 4y <0
resolent les condicions KKT.
[Comproveu després el resultat amb el Nocedal-Wright, Exemple 12.3, pagina 313. Si podeu,
llegiu tots els comentaris de I’exemple.]
O

1.4. Extrems en R
Veiem qué ens diu la teoria vista en el cas de funcions de una variable:

min f(z)

on S = [a,b] és un interval tancat i acotat de R.

Direccions factibles:
a b

1 o
I \d 1

e R st — —

1 -1 1 -1

En qualsevol punt de I'interval obert (a, b), hi ha dues direccions factibles, que corresponen
als vectors unidimensionals (+1) (anar cap a la dreta) i (—1) (anar cap a l'esquerra). En
el punt a només és factible la direccié (+1) (cap a la dreta), i en el b la direcci6 (—1) (cap
a lesquerra).

Condicions necessaries:
Es dedueixen de la teoria general de I’Apartat 1.1 (concretament, dels enunciats 1.1.7,
1.1.9) els fets segiients:
- z € (a,b) minim local = f'(z) =01 f"(z) > 0.
- a minim local = f’(a) > 01 [f'(a) =0= f"(a) > 0].
- b minim local = f/(b) <01 [f'(b) =0= f"(b) > 0].
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Condicions suficients:
Es dedueix de la Proposicié 1.1.11 que:
-z € (a,b), f/(x) =01 f’(x) >0 = x minim local.

Es dedueixen de les condicions suficients de I’Apartat 1.3 (concretament, del Teorema
1.3.13):

- f'la) > 00 [f'(a) =01 f"(a) > 0] = a minim local.
- f/(b) < 0o [f'(b) =01 f"(b) > 0] = b minim local.

Veiem a la Figura 1.4 diverses d’aquestes situacions.

Figura 1.4: En aquesta situacio, tant els extrems de l'interval com el punt marcat a |'interior sén
minims locals. Observem que en a la derivada no és zero. En el punt del interior i en b s'aprecia que
la derivada és zero. Del dibuix no es pot deduir si la derivada segona és més gran estrictament que
zero, perd si que és més gran o igual que zero.

Anem a detallar la deduccié d’aquests dos ultims fets. Ho farem pel primer; el segon és ana-
leg.

Proposicié 1.4.1. Sigui f: [a,b] — R de classe C2.

Si f'(a) >0 0 bé [f'(a) =01 f"(a) > 0], aleshores a és minim local.

Demostracio. El problema

min f(x)

z€[a,b]

es pot formular com

min f(x)

: Jg(x)= 2-b<0
subjecte a: {gg(x) — e ta<0

Segons el Teorema de condicions suficients de minim local (Teorema 1.3.13), si existeixen p; > 0,
w2 > 0 tals que

a)
f(a) + p1gi(a) + pagh(a) =0
pigi(a) =0
p2g2(a) =0

b) M(a) := f"(a)+ u1g{(a) + p2gh(a) compleix v- M(a)-v > 0, per a tot v # 0 del subespai
1 2

{v: gi(a)-v =0, Vital que g;(a) =01 p; > 0},
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aleshores a és minim local.

De la segona equaci6 de a) es dedueix pu; = 0, i la primera queda f’(a) + po - (—1) = 0, d’on
obtenim uy = f/(a).

En b), tenim que M (a) = f”(a). Hi ha dos casos:

i) Si g > 0, queda la condicio
v-f"(a) - v>0, Voe{v£0: (-1)-v=0}=0,

és a dir, cap condici6. Es el cas corresponent a la possibilitat f/(a) > 0.

ii) Si pg =0, queda
v f"(a)-v>0 Ywe{v£0: —}=R-{0},

és a dir, v- f"(a)-v >0, Yv # 0, és a dir, f”(a) > 0. Es el cas corresponent a f'(a) =0 i
1" (a) > 0.
O

1.5. Exercicis addicionals

Exercici 1.5.1. Considereu el problema del display (12.36), pag 322 de Nocedal-Wright illustrat
en la Figura 12.11. Mirant la figura, heu de veure clar que el minim esta en (1,0). Per tant,
nomeés sén actives dues de les restriccions. Els multiplicadors KKT de les altres dues restriccions
seran zero. Trobeu els multiplicadors de les restriccions actives, comprovant que sén positius.
(Alla mateix teniu la solucio.)

A més, comproveu que el punt (1,0) és regular. O

Exercici 1.5.2. Es tracta de trobar el punt de la parabola 5y = (z — 1)? que esta més a prop
del punt (1,2). Plantegeu-ho com un problema d’optimitzacié amb restriccions. (En I’Exercici
12.18, pag 354 de Nocedal-Wright, teniu el planteig.) Intenteu fer un dibuix.

n u les condicions necessaries minim . u istema. s dues solucions
Plantegeu les condicions necessaries de local. Resoleu el sistema. De les dues solucions
que surten una no és valida, i 'altra si.

Comproveu que la soluci6 valida és un punt regular.
Comproveu que es compleixen les condicions suficients de minim local en el punt trobat.

Considereu aquesta altra idea: Substituint la restriccié a la funcié objectiu podem eliminar la
variable x i ens queda una funcié de segon grau en y, de la qual podem calcular el minim sense
restriccions. Podem resoldre el problema aixi? O

Exercici 1.5.3. Considereu 'Exercici 12.20, pag 354 de Nocedal-Wright. Trobeu els quatre
punts que satisfan les condicions necessaries de primer ordre, i els multiplicadors de Lagrange
corresponents.

Avaluant la funci6 objectiu en els quatre punts, decidiu quins dos segur que no sén minims. Amb
els altres dos, comproveu que les condicions suficients no es compleixen. No obstant, penseu un
motiu pel qual han de ser minims locals tots dos. ]

Exercici 1.5.4. Semblant a ’anterior, perd amb restriccié de desigualtat, considereu I’Exercici
12.21. Cal canviar el signe de la f perqué 'enunciat parla de trobar maxims. Aprofitant els
calculs del problema anterior, trobeu els dos punts candidats (el signe del multiplicador descarta
els altres dos). Raoneu igual que abans que els dos candidats son optims. ]
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Exercici 1.5.5. Considereu el problema del display (12.72), pag 335 de Nocedal-Wright. Ob-
serveu que la restriccié assenyala fora del cercle. La funcié no és acotada, perqué podem anar a
—oo fent créixer x1. Pero igualment poden haver-hi minims locals.

Un dels candidats a minim és el punt (1,0). Comproveu que compleix les condicions suficients.
(Ho teniu resolt a la pagina 336.) O

Exercici 1.5.6. Considereu I’Exercici 12.14, pag 353 de Nocedal-Wright. Es tracta de trobar
el punt d’un semiespai de R™ que té norma euclidiana (o sigui, distancia a l’origen) més petita.
La distancia a lorigen d’un punt (z1,...,z,) és larrel quadrada de > ; xf Pero com que
I’arrel quadrada és una funcié creixent, podem simplement minimitzar la suma de quadrats i el
punt optim sera el mateix (penseu-ho). Per tant, seguint les notacions de 'exercici, tenim el

problema de minimitzar 93% + -+ x% subjecte a —(a1z1 + -+ - + apxy + ) < 0.

Aquest problema es pot resoldre completament amb les condicions necessaries i distingint casos
segons el signe de a. O



Algorismes d’optimitzacio en R

La teoria de condicions necessaries i suficients del Capitol 1 ens diu que per trobar els minims
locals d’una funcié d’una variable f(x) en un interval [a, b, cal buscar les solucions de f'(z) =0
en (a,b), i estudiar apart els punts frontera a i b.

Perod resoldre una equacié f'(x) = 0 és, en general, un problema tan dificil com 'original. El
que es fa és utilitzar procediments iteratius que van obtenint, a partir d’'un punt factible, un
altre punt millor, a partir d’aquest un altre millor, i aixi successivament, amb ’esperanca de
convergir a un minim local.

2.1. El métode de Newton

Una idea molt natural és substituir la funci6 original f: R — R per una funcié que se li assembli,
que tingui segur un minim global, i que aquest minim sigui facil de calcular. Si estem prop del
minim i ’aproximacié de f és bona, el nou punt que s’obtindra segurament estara encara més a
prop del minim de f. I podem iterar el procediment per acostar-nos encara més.

La funcié més facil complint les condicions anteriors és una funcié quadratica convexa, que en
un punt determinat coincideixi amb f, i que les derivades primera i segona també coincideixin.
Es a dir, el polinomi de Taylor de segon ordre P(x). Si partim d’un punt z, tindrem

P() = (o) + f@) - (o= m) + 30" en) - (= 0)?

suposant que f € C?. Calculem el minim de P(z) i 'anomenem z5:

f'(x1)

Tro = XT1 —

f(ay)
Repetint
r3 = T — f/(l'g)
f/l(x2)
En general, obtenim la formula iterativa
f' (k)

Ti41 = Tk — Pz . (2.1)

[Mireu la Figura 8.5, pagina 222 de Luenberger. La grafica discontinua és la parabola que apro-
xima en el punt zy. El seglient punt és el minim d’aquesta parabola (una mica mal assenyalat
en el dibuix).]
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Observeu que a la férmula del métode de Newton no intervé el valor de f en el punt z;. Podriem
per exemple sumar una constant a f i les iteracions serien les mateixes. KEstem en realitat
treballant amb g(z) := f’(x), i buscant una soluci6 de g(z) = 0. Sota aquesta perspectiva, el
métode de Newton és un algorisme per trobar zeros de funcions, amb la formula

g(w)
g (xr)

Th+1 = Tk —

[Mireu la Figura 8.6, pagina 223 de Luenberger. La funci6 g representada és la derivada de
la f de la figura anterior. La recta és la derivada de la parabola. El punt de tall amb 'eix x
d’aquesta recta és el nou punt xx41. El métode Newton també s’anomena métode de la tangent,
per aquesta interpretacio.]

El problema amb el métode de Newton és que no esta garantit que funcioni. D’entrada, si en el
punt inicial, o en qualsevol punt z; durant el procés, es té f”(zx) < 0, la parabola aproximadora
sera concava i no estarem fent res util. Pero fins i tot amb funcions f estrictament convexes, el
métode de Newton pot fallar.

Sota certes condicions, si comencem prou a prop d’un minim local, hi convergirem. Aixo és el
que afirma la proposicié segiient, de la qual es despendra que en cas afirmatiu la convergéncia
és molt rapida.

Proposicié 2.1.1. Suposem que f: R — R és de classe C3.
Sigui x* un punt tal que f'(z*) =0, f"(z*) # 0.

Aleshores, existeiz § > 0 tal que si |z — x*| < 0, la successid definida per (2.1) i comengant en
x1 convergeixr a x*.

Demostracié. Denotem g(x) := f’(x). Usant g(xz*) = 0 podem escriure

9(zk) — g(z7)
9 (zg)
_ 9(@") — g(x) — g' (k) (2" — zp)
g (zg) '

Tpr1 — " =x) — " —

Per Taylor, el numerador és 3¢”(€)(z* — xx)?, per un cert punt ¢ entre zj i z*. Tindrem

(z* —x1)? . (2.2)

Tpp1 — " =

En un cert entorn de x*, per continuitat, ¢’ sera diferent de zero i g” estara acotada. Per tant,
Tt — 2" < O oy — 2" (2.3)

per una certa constant C, independent de k. Si estem encara més a prop per tal que M =
Clz1 — x*| < 1, obtenim

|Zpg1 — ¥ < M¥|zy — 2" — 0 quan k — oo .

O

Malgrat que la Proposicié 2.1.1 ens assegura la convergéncia si estem prou a prop del minim
local, és impossible saber si estem prou a prop, en general. Per tant, és un métode a aplicar
amb precaucié i que no és apte com a algorisme general a usar de manera cega.
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Exercici 2.1.2. L’arrel quadrada de 2 és una de les solucions de ’equacié 2 — 2 = 0. Equi-
valentment, és un minim local de f(z) = %;1:3 — 2x. Apliqueu a ma el métode de Newton (amb
una calculadora de butxaca), fent veure que només sabem que 'arrel esta prop de z; = 1.5.
Observeu que si aneu, per exemple, fent el calcul amb sis decimals, després de tres iteracions ja

tenim els sis decimals correctes.

Aquesta manera de calcular arrels quadrades ja es coneixia des del segle I almenys (Heron

d’Alexandria). O

Exemples 2.1.3. Es facil trobar exemples de funcions on el métode falla. Considerem f(z) =
\x|4/ 3. La funci6 és continua i derivable una vegada al voltant del zero, que és el minim global.
La segona derivada no existeix en z* = 0. Aplicant la formula (2.1), tenim

1/3
4:n/

— _ 3%k _ _ _
Tk+1 = Tk 1 _2/3—$k 3:L'k— 2:L'k.

k

©|
8

Veiem que, independentment d’on comencem, cada cop ens allunyem més de la solucié.

Encara que es compleixin les hipotesis de la Proposicié 2.1.1, també pot ser que la successié xy,
oscil'li indefinidament entre dues regions. Per exemple, podeu comprovar molt rapidament que
f(z) = ilA — 2% 4 2z va oscillant entre 0 i 1 si comencem en algun d’aquests dos punts. O

Exercici 2.1.4. [Per fer amb un programa Newton.c que us passaré.| Considereu la funcio
f(x) = log(1 + €**) — 2. Calculeu les seves derivades primera i segona i comproveu que f és
estrictament convexa a tota la recta real. El seu punt minim és x = 0. Comengant el métode
de Newton en z; = 1, el métode convergeix. Comengant en 1.1 en canvi, divergeix. O

2.2. Ordres de convergéncia

Un cop demostrada la convergéncia d’una successié a un cert limit z*, com ara hem fet a la
Proposicié 2.1.1, un es pot preguntar per la velocitat d’aquesta convergéncia. La velocitat de
convergéncia d’un algorisme és un criteri important de comparacié d’algorismes. Suposem que
{z} }r convergeix a z* i que

|tpt1 —2*| < C -z —2*|, ambC <1. (2.4)

Per exemple, si C' = 0.5, deduim que la distancia al 1imit es redueix a la meitat a cada iteracio,
almenys; si C' = 0.1, a cada iteracié reduim la distancia a una desena part, i per tant guanyem
un digit bo cada vegada almenys.

Observem que la relacio (2.4) per si sola ja demostra la convergéncia global (a partir de qualsevol
x1) de la successié {xp} al limit z*. T observem que aixd no ho teniem en la demostracié de
la Proposicié 2.1.1; ha estat necessari comengar en un x; complint C - |x; — z*| < 1, i llavors si
arribavem a aquesta situacio, amb la constant M.

Quan es compleix (2.4) per a tot k a partir d’un cert ko, diem que tenim una convergéncia lineal
(o d’ordre 1). La desigualtat (2.4) també es pot expressar

_ *
Mgc, amb C < 1.
T — T
Quan, a més,
_ *
lim |Tt1 — 27| -0,

k—oo |z — x|

diem que tenim convergéncia superlineal.
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Quan, a més,
_ *

|[Thy1 — @7 <C,

|z — 2*>
(amb C no necessariament més petita que 1!), diem que tenim convergéncia quadratica (o d’ordre
Exercici 2.2.1. Demostreu que zj := 1 + k™" convergeix superlinealment a 1. Demostreu que

k . .

T =1+ (%)2 convergeix quadraticament a 1. O

La desigualtat (2.3), un cop sabem que la successio {zy}r convergeix a z*, demostra que el
meétode de Newton convergeix quadraticament. Prop del limit, a cada iteracié es dobla aproxi-
madament la quantitat de digits bons, perqué el quadrat d’'un nombre petit és molt més petit.
Es per tant un métode extremament eficient, quan convergeix.

Exercici 2.2.2. La condicié f”(z*) # 0 no és necessaria per tal que el métode de Newton
convergeixi. Pero si que, en cas contrari, la convergéncia quadratica es pot convertir en lineal.
Demostreu que aixo és el que passa amb la funcié que té per derivada f’(z) = z2.

De pas, observeu que en aquest cas, £* = 0 no és un minim local de f. Perd podem modificar
I’exemple una mica per tenir un minim i la convergéncia segueix essent només lineal: Agafeu

z, six>0 . . .
"(x) = © 77 = . que és la derivada de f(z) = %|z|?, amb un minim obvi en zero. O
2?2, siz<0 4 3
- )

En general, parlem de convergéncia d’ordre p quan tenim

Tots aquests conceptes son igualment valids en R™ per successions de vectors {zy }x, sense més
que canviar els valors absoluts per normes.

2.3. Métode de la posici6 falsa

Per ajustar la funcié quadratica donada pel polinomi de Taylor en el métode de Newton s’usen
tres dades: f(x), f'(zr) 1 f"(zr). Es poden ajustar altres funcions quadratiques amb tres
dades diferents. Per exemple, f(xg), f'(xx) 1 f'(zx—1). El polinomi de segon grau P(x) =
a+b(z — xx) + 3c(z — 25)? que comparteix aquests tres valors amb la funcié f és

1 f'(zg) — f(w5-1)

2 T — T

2

P(x) = f(xg) + f(xk) - (x — xx) + (- wp)

Derivant i igualant a zero, obtenim la férmula iterativa

Lk — Tk—1
k) — f'(zr-1)

Veiem que tampoc intervé el valor de la funcié en xj, com en el métode de Newton, i que es pot
pensar que hem substituit la segona derivada per una aproximacié (quocient incremental de f’

Tpp1 =z — f'(zk) (2.5)

entre xp_1 1 o).

Igual que en el métode de Newton, aquest métode intenta resoldre 1'equaci6 g(x) = 0, on g = f’.
La férmula iterativa es pot escriure llavors

T — Tp—1
g(xr) — g(@r—1)

Tpy1 = T — g(Tk)

[Mireu la Figura 8.3, pagina 219 de Luenberger. La grafica discontinua és la parabola que
aproxima f usant les derivades en zj i xx—1. El segiient punt z;41 és el minim d’aquesta
parabola.
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A la Figura 8.4, pagina 220, veieu la mateixa situacié en termes de la funci6 g. La recta
discontinua és la derivada de la parabola anterior, i s’anulla en el nou punt xx41. Aquest
métode s’anomena també metode de la secant.]

La proposicié segiient enuncia que aquest métode convergeix si el punt inicial esta prou a prop
de la solucio, sota les mateixes hipotesis del métode de Newton.

Proposicié 2.3.1. Suposem que f: R — R és de classe C3.
Sigui x* un punt tal que f'(z*) =0, f"(x*) # 0.

Aleshores, existeiz § > 0 tal que si |z — x| < 6, la successid definida per (2.5) i comengant en
1 convergeixr a .

Demostracio. (Només idea.)

Semblantment a la demostracié de la Proposicié 2.1.1, perd amb una manipulacié una mica més
complicada, s’arriba a una expressié semblant a (2.2). Concretament,

g"(&)
2g'(n)

Tpp1 — " = Az — %) (pf—q — 2¥)

on & i 7 sén punts que estan en el segment que uneix zy, rp_1, T*.

Sota les hipotesis donades, prou a prop de z* hi ha una constant C, independent de k, tal que
[Thr — 27| <O+ |og — 2] - [wp—1 — 27

i raonant igual que en el métode de Newton, si C' - (z1 — z*) < 1 tenim la convergeéncia de la
successio {xy }r a z*. O

L’ordre de convergéncia és més dificil d’analitzar en aquest cas. Es pot veure que és superlineal,
perd no arriba a quadratica. Concretament,

*
LTkl — T
ok =2
|wp — [P
amb p = 1+72\/5 ~ 1.618034, invers del nimero conegut com la rad duria, que apareix en diferents
contextos.

El métode de la posicié falsa es pot fer que convergeixi encara que el comencem lluny de x* si
podem forgar la situaci6 en que, a cada iteracio, f'(xg) i f'(xg_1) tinguin els signes apropiats:
Suposant xy_1 < g, si f'(xg_1) <01 f'(xx) > 0, aleshores entre zx_1 1 x hi haura un minim
(vegeu altre cop les Figures 8.3 i 8.4 de Luenberger per convéncer-vos que és aixi).

Si els dos primers punts z1 i o compleixen aquesta condicio, aleshores podem mantenir-la
agafant, a la formula (2.5), en lloc de zj_1, I'altim punt trobat z,, que compleixi f'(zg)f'(xn) <
0. A canvi d’assegurar la convergéncia, perd, I'ordre de convergéncia es torna només lineal.

2.4. Ajust quadratic de tres punts

Si no volem usar derivades, necessitem tres punts per ajustar una parabola, usant el valor de f en
els tres punts. Suposem que tenim tres punts x; < xrs < 3 que estan en “posicié convexa’

f(w1) > f(w2) < f(x3) .

Aix0 implica, sabent només que f és continua, I'existéncia d’un minim local entre x1 i x3.



26 2. Algorismes d’optimitzacié en R

Ajustem la funcié quadratica P(x) = ax? + bz + ¢ que passa per (x1, f(z1)), (w2, f(z2)) i
(3, f(23)). Els coeficients (a, b, c) son la solucié del sistema

az? +bxr1 +c= f(z1)
azd + bro +c = f(x2)
az? + bxs +c = f(x3)

El minim de P és el punt z = 5—5. Amb aquest = i dos dels punts x1, x2, 3, podem sempre
construir una nova terna de punts z; < xo < 3 en posicié convexa, amb la qual tornem a iterar:
Per exemple, si 1 < z < x9 < x3, aleshores

e Si f(z) < f(z2), agafem com a nova terna x1, =, .
e Si f(x) > f(x2), agafem com a nova terna x, 2, x3.
I'si z; <22 <z <3, es fa analogament (feu un dibuix).

Exercici 2.4.1. Considereu la funci6 f(x) = e* — 2x. Avalueu-la en els punts 1 = 0, zo = 0.5,
x3 = 1, comprovant que estan en “posicié convexa’, i que per tant segur que hi ha un minim
local en l'interval [0, 1].

Feu una iteracié del métode d’ajust quadratic de tres punts. Us ha de sortir com a nou punt
(amb quatre decimals) x = 0.6673. Avalueu f en aquest punt i comproveu que la nova terna de
punts estarad formada per x1 = 0.5, o = 0.6673, x3 = 1.

Si teniu eines per resoldre automaticament sistemes d’equacions, podeu fer un parell d’iteracions
més i trobareu les ternes (0.6673,0.6827,1), i després (0.6827,0.6929,1). El minim exacte (amb
quatre decimals bons) és z* = 0.6931. O

Com amb els altres métodes vistos, no es pot assegurar en general que aquest métode convergeixi.
Si la successié produida convergeix, i la funci6 és de classe C?, el que es pot assegurar és que el
limit és un punt de derivada nulla. A més, pot eventualment passar que el nou punt x generat
coincideixi amb algun dels punts anteriors. Per tant, alguna modificaci6é s’hi ha de fer si es vol
assegurar la convergéncia (en veurem una a I’Apartat 2.6).

Suposant que el métode convergeixi, en general només es pot assegurar un ordre de convergéncia
lineal. Sota certes hipotesis, no molt exigents, es pot assegurar convergéncia si estem prou a
prop del minim, i amb un ordre de convergéncia una mica millor. Per exemple, es té el resultat
seglient:

Proposicio 2.4.2. Si f té derivada tercera Lipschitz, f'(z*) =0, f"(z*) # 0, i partim de tres
punts x1, T2, T3 prou a prop de x*, aleshores la successio {xy}i definida pel metode d’ajust
quadratic convergeir a x*, amb un ordre de convergéncia p ~ 1.324718 (I’arrel real de l’equacio

pP—-p-1=0). O

2.5. Métodes de Fibonacci i de la rad auria

Suposem que sabem que hi ha un minim local en l'interval [a1,b1]. Hem vist en el métode de
I’ajust quadratic que si tenim la funcié f avaluada en ai, by i dos punts as < bs de I'interior de
I'interval, podem assegurar que hi ha un minim en [aj, b2], 0 bé en [ag, b1].

Per tant, a cada pas podem reduir la longitud de 'interval que conté el minim. Podem reduir
la longitud de manera que convergim segur a un minim? Ho podem fer de manera optima (amb
la quantitat més petita possible d’avaluacions de la funci6)?

Suposem que tenim dret a avaluar la funci6 només en dos punts dins de l'interval [aj, b;]. Si
volem assegurar-nos de reduir al méaxim el nou interval que sortira, és evident que els hem
d’agafar ben junts al mig, per exemple ‘”;rbl — g, al;bl + €. El nou interval tindra una longitud

méxima de 3(b; — a1) + €.
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Suposem que tenim dret a avaluar f en tres punts. Ja no és tant evident quins punts utilitzar.
Pero per simetria podem suposar que els dos primers cal agafar-los simétrics dins l’interval
[a1,b1]. Anomenem aquests dos punts x1,1 1 2971, 1 sigui dy les distancies (a determinar, iguals i
més grans que 3(b; — a1)) marcades en el dibuix segiient:

< dy >
< dy >
: : : |
ay T11 2,1 by
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
! < d g
E s g ;
[l 1 |
r T T 1
as 12 722 by

Després d’avaluar f en x1; 1 x21, suposem que ens quedem amb linterval [aq,z2,.1], que ara
anomenem [ag, b], i el punt que tenim dins 'anomenem z32. La longitud de I'interval inicial
s’ha reduit en un factor r1, amb d; = r1(by — aq).

L’altim punt agafarem en [ag, ba], simétric respecte el 3 2, perqué no tenim raons per privilegiar
una o altra meitat de U'interval. Aquest punt sera el x; 2 del dibuix (no importa si esta a una
banda o a laltre del 2 2).

L’interval [ag, ba] quedara reduit en un factor 7o, amb dy = r9(ba—az) = rod;. Respecte I'interval
original, haurem reduit la longitud en un factor riry. Volem que aquest ntimero sigui el més
petit possible. Pero r1, o estan lligats:

Per la part d’abaix del dibuix, observem que
b2 —I22 = (1 — T‘Q)(bg — CLQ) = (1 — T2)T’1(b1 — al) .
Per la part de dalt, aquesta mateixa longitud és la de

o1 —x11 = (b1 —a1) — (x11 —a1) — (b1 — x21)
=01 —a1)) = (1 —r1)(b1 —a1) = (L —71)(b1 —a1)
= (27‘1 — 1)(b1 — al) .

1—r
1

Per tant, (1 —r9)r; = 2r; — 1, que es pot escriure rg =

Busquem doncs resoldre aquest problema d’optimitzacié de dues variables:

min r17re9
1—7“1
rg = "
. 1
subjecte a: 1
J ?grlsl
53 Srg< 1

Aquest problema es pot resoldre geométricament i la soluci6 és r1 = %, ro = % Vegeu la figura
seglient:
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T2
1*
7‘1T2:1
o,
mr2 =3
11
2 |
|
| .. 1
1 1
Lo _ % rir2 = 5

1

D= T
—

D’aqui obtenim que els dos primers punts han de dividir 'interval inicial en tres trossos iguals,
i que el tercer punt hauria de coincidir amb un dels anteriors. Aixo era esperable, perqué quan
només podem agafar un punt més, estem en la situacié que descriviem en el tercer paragraf
d’aquest apartat. Per tant, a la practica, 1'iltim interval el dividirem per la meitat aproxima-
dament.

Si poguéssim avaluar la funcié en quatre punts, arribariem, amb els mateixos raonaments, a
resoldre
min r17rors

1-— 1
T =
-
. _ iy
subjecte a: Ty =
T2
;< <1

La soluci6 és r| = %, ro = %, rg = %

En general, entre una iteracié k i la iteracié k + 1, tenim ’esquema

< di. >
< dp >
[l 1 1 |
r T T 1
% Tk Tk b
I I I
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
| < i1 g
[ d > 1
v k+1 Y v
I } } |
Af41 T1,k+1 T2 k+1 br+1

A cada iteracio, la longitud es redueix en un factor % < r; < 1, les distancies es van obtenim
mitjangant diy1 = ridg, i el lligam entre 7 i rg1q ve donat per

1—rg
Tk+1 = 71% .

Per tant, si podem avaluar la funci6é en N punts (apart dels extrems inicials), arribem al problema
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d’optimitzacié
min rro-- rN-1
1-— Tk

) = k=1,...,N—2
subjecte a: Tkt e Y

$<m <1, k=1,...,N—1

I la soluci6 resulta ser

e = Fn_i
FN_f11

on F,, és el n-éssim terme de la successié de Fibonacci comengant en Fy =1, F} =1, Fy = 2,

etc.

L . e . . Fn_1 F 1
Al final del procés, I'interval inicial queda reduit en un factor ri-...-7y_1 = ~5—+- ?; =7y

Com hem vist en els exemples de pocs punts, I'altima avaluacié s’ha de fer al costat de la

pentltima, i per tant Uinterval final tindra una longitud (en el pitjor cas) lleugerament més
gran que ﬁ(bl — ay1). Excepte aquest detall, podem determinar d’entrada quants punts hem
d’avaluar per aconseguir una longitud final fixada d’entrada: Si volem una tolerancia d’error de

+¢ haurem d’agafar N — 1 punts, on N és el natural més petit tal que Fy > bl_Tal

Els niimeros de Fibonacci compleixen que

lim Fv- =
N—o00 FN ’

on ¢ és la solucio positiva de 'equacié p?>+p—1 = 0, que és p = 71%‘/‘?’ ~ 0.618034, conegut com
la rad aquria. Sien el métode de Fibonacci hem d’avaluar molts punts, al final estarem agafant
a cada pas un ri semblant a ¢. El métode de la rad duria consisteix en agafar ja d’entrada
tots els factors ri iguals a . No sera el métode optim per reduir al maxim els intervals, pero
és més senzill i no cal saber d’entrada en quants punts podrem avaluar la funci6. Amb aquest
métode garantim que a cada pas, la longitud del nou interval redueix en un factor ¢ la longitud
de l'interval anterior.

A diferéncia dels métodes de Newton, posici6 falsa i ajust quadratic de tres punts, els de Fibo-
nacci i la radé auria no consisteixen en aproximar f per una altra funci6 senzilla, sin6 en anar
reduint progressivament l'interval que conté el minim en un cert factor predeterminat. Per aixo
s’anomenen “bracketing methods”. Quant a 'ordre de convergéncia, esta clar que la rad auria
convergeix amb un ordre lineal.

Exercici 2.5.1. Feu un parell d’iteracions del métode de la raé auria a la funcié de ’Exercici
2.4.1. O

2.6. Métode de Brent 1 la GSL

La biblioteca GSL conté els algorismes de la ra6 auria i el d’ajust quadratic modificat per asse-
gurar la convergéncia. Aquest ultim s’anomena métode de Brent. La segiient és una descripcio
amb més o menys (i evitant detalls) la mateixa notaci6 que apareix en el fitxer brent.c de
la GSL. Basicament, és el métode d’ajust quadratic, sense exigir els punts en posicié conve-
xa, i intercalant alguns passos de la rad auria quan el nou punt no és admissible per algun
motiu.

e Al principi de cada iteracio, se suposa que hi ha un interval (a,b) a l'interior del qual se
sap que hi ha un minim local. No se suposa que s’hagi avaluat f en els extrems. Els punts
segilients z, w, u, v No necessariament sén tots diferents.

e x és el valor més petit conegut de f (el més recent avaluat en cas d’empat).
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e Simax{z—a,b—x} < 2-tol, on “tol” és una tolerancia predefinida, s’acaba el procediment
1 es retorna x.

e w és el segon punt amb valor més petit.
e v és el valor de w en la iteracié anterior.
e v ¢és I'ultim punt on s’ha avaluat f (indefinit en la inicialitzacio).

e S’interpola una parabola pels punts (v, f(v), (w, f(w)), (x, f(x)). L’extrem de la parabola
esta representat en brent.c pel quocient p/q de dos nimeros, amb ¢ > 0.

e Si el vertex de la parabola esta fora de (a,b), o la parabola degenerava a una recta (perqué
dos 0 més punts coincidien), o la diferéncia |e| entre x i el vértex de la parabola és més
petit que la tolerancia, o |e| és més gran que la meitat del |e| del pas anterior,
aleshores es fa un pas de rad auria.

e S’actualitza u al nou punt determinat en el pas anterior (sigui com a vértex de la parabola
o amb la ra6 auria). Es calcula f(u).

e S’actualitzen a, b, z, w, u, v perqué tinguin el significat que han de tenir.

e En el pas inicial, v =w =z = a+ (1 — ¢)(b—a), on ¢ és la ra6 auria. Es a dir, el primer
que es fa és un pas del métode de la ra¢ auria.

En el manual de la GSL, I'us dels algorismes de minimitzacié en dimensié 1 esta explicat al
Capitol 37. Com veureu alla, la biblioteca proporciona iteracions individuals de I’algorisme en
qiiestio, i 'usuari ha de controlar ’execucié amb un codi propi, accedint al detall de les iteracions
a través de determinades funcions de la biblioteca. Aixo és el que hem d’aprendre a fer.

En particular, cal controlar en quin moment acabem ’execucié de 'algorisme. La funcid
gsl_min_test_interval(double x_lower, double x_upper, double epsabs, double epsrel)
ens diu si 'interval actual [a, b] = [x_lower, x_upper| on se sap que hi ha el minim, compleix la
condicié d’aturada. Si abreviem ¢, = epsabs, i ¢, = epsrel, la condici6 és

min{|al, |b|} , si0 ¢ [a,d]

a—bl <eq+er-
| | {0, si 0 € [a,b]

Els ntimeros €4, €, que nosaltres passem a la funci6 controlen 'error absolut i 'error relatiu que
volem. Es possible posar €, = 0 i controlar simplement l’error absolut: Com que, en el punt
actual z, la distancia al minim z* sera |z — z*| < |a — b|] < &4, estarem dins aquesta cota de
I’error si ens aturem aqui.

També és possible posar £, = 0, i controlar només l'error relatiu: Si 0 ¢ [a, b],

|z — 2¥| < |la — b| < &, - min{|al, |b|} < & - |2"|
|z — a7
W <é&p.
Mentre 0 estigui dins 'interval [a, b], I'error relatiu no es pot controlar d’aquesta manera i per
aix0 es canvia per zero. Si se sospita que el minim estd exactament en x* = 0, aleshores cal
posar un valor positiu a ,, 0 potser no es complira mai el criteri d’aturada.
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Resum de métodes

Métode Requereix Convergeix Ordre Tipus

calcular de convergéncia de métode
Newton " Prop del minim 2 Ajust de funcions
Posicio falsa i Prop del minim = 1.618 Ajust de funcions
Ajust quadratic f Prop del minim = 1.325 Ajust de funcions
de tres punts
Fibonacci f NA NA Bracketing
Rao auria f Sempre 1 Bracketing
Brent f Sempre 1 (tipicament, ~ 1.325) Ajust de funcions

+ Bracketing
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2. Algorismes d’optimitzacié en R




Optimitzacidé sense restriccions en R"

Resoldre explicitament les condicions KKT de primer ordre (Teorema 1.3.8, 1), per trobar can-
didats a minim local és impossible llevat de casos molt senzills. Per aquest motiu, s’han anant
desenvolupament algorismes practics, com els que hem vist al Capitol 2 per R, per obtenir bones
aproximacions de la solucié6.

En aquest capitol considerarem el problema d’optimitzacié en R"™ sense restriccions. Per tant,
les condicions KKT es redueixen al sistema d’equacions V f(x) = 0, o sigui

of

87:1:1(.%'1,...,33“) :O
ki
8xf;’b($1,...,l‘n) =0

Encara que no es puguin resoldre exactament, les condicions KKT proporcionen la base d’inspi-
racio6 per als algorismes, i un mecanisme per comprovar si podem estar prop d’un punt candidat.
Per altra banda, les condicions suficients de segon ordre, que ara es redueixen a demanar que
V2 f(x*) sigui definida positiva, juguen un paper en la velocitat de convergéncia dels algorismes.
Ho hem vist en el cas del métode de Newton en R (recordeu I’Exercici 2.2.2).

Tipicament, els algorismes parteixen d’un punt inicial x; € R™, subministrat per 'usuari, i ge-
neren una successio de punts {x}r C R™. L’usuari també ha de decidir quan aturar I’algorisme,
si veu que no hi ha progrés o creu que ja s’esta prou a prop del minim buscat. Per passar del
punt x; al punt xx1 s’utilitza informacié de la funcié objectiu en el punt xj, i potser també en
els punts anteriors.

Tots els métodes d’aquest capitol s’enfoquen a buscar un minim local. No estd garantit que sigui
el minim global, excepte si la funci6 és convexa.

3.1. Métode de Newton

El métode de Newton en R™ és una generalitzacié directa del mateix métode que hem vist en
dimensié 1. Donat un punt zj i els valors de f(x3), Vf(zy) i V2f(x1), podem construir la
funcié quadratica que millor aproxima la funcié f en el punt xx, que no és més que el polinomi
de Taylor de grau 2:

P(a) = f(o) + V@) - (=) + 5 (& — ) - V2 ) - (2 — )
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El nou punt xj; sera el minim de P: Calculem el seu gradient,’
VP(x) = Vf(xr) + V2 f(z) (@ — )
Iigualem a zero i aillem x:

Tpa1 i= T — [VQf(:nk)]_1Vf(mk) : (3.1)

Analogament al cas d’una variable, si el métode de Newton convergeix, ho fard a un punt z*
tal que Vf(x) = 0 (punt estacionari). També com en dimensié 1, l'ordre de convergéncia
és quadratic, en principi, i per tant ’algorisme convergeix molt rapidament prou a prop del
minim.

Compareu la proposicié segiient amb la que vam veure en una variable.

Proposicié 3.1.1. Suposem que f: R” — R és de classe C>.
Sigui x* un punt tal que Vf(z*) =0, i V2f(z*) és definida positiva.

Aleshores, existeiz 0 > 0 tal que si ||x1 —2*|| < 6, la successio definida per (3.1) i comengant en
x1 convergeixr a ™.

En el cas de dimensi6 1, véiem a la demostracié d’aquesta proposicié que la convergéncia era
quadratica, amb una constant C' que depenia de la derivada segona de f (la ¢’ que apareixia
dividint). Aquest paper ara el juga el valor propi més petit de la matriu V2f prop del minim,
que és el mateix que el valor propi més gran de la matriu inversa. Igual que en el cas d’'una
variable, es dedueix la convergéncia quadratica

k41 — 2]
ke — %2

<C,

on la constant C' és proporcional al valor propi més gran de [V2f(z*)]~!. Intuim, per analogia
amb el cas d’una variable, que si la matriu V2 f(2*) no és invertible, la convergéncia, si n’hi ha,
no sera quadratica. I aixo és cert també.

L’inconvenient del métode de Newton en R™, apart dels que ja sabem en R, és que cal cal-
cular totes les derivades segones, i després invertir la matriu, que és un procediment costos i
numéricament problematic.

Obviament també, cal que a cada pas la matriu Hessiana V2 f(x;,) sigui definida positiva, per
estar segurs que la funcié aproximadora és convexa (un paraboloide elliptic convex) i que el que
estem calculant a cada iteracid és el seu minim. Aquesta condici6é és tant important que en les
variants del métode de Newton que ara veurem, es demana de manera essencial que la matriu
que substitueixi a la inversa de la Hessiana sigui definida positiva, encara que no tingui gaire a
veure amb les derivades segones.

Considerem el métode iteratiu genéric
Tpi1 = 7k — By 'V f(zy) (3.2)

Proposicié 3.1.2. Si By, és una matriu definida positiva, aleshores dy, := —BIZIVf(xk) €s una
direccio de descens.

1Si no veieu clar perqué el gradient té aquesta expressio, escriviu-vos el polinomi de Taylor desplegant els
productes:

P(z) = f(ox) + va(fﬂk)z‘ (T —axk)i + %(17 —x)i - V2 (oR)ig - (v —a);

i calculeu les derivades parcials 22 (z).
Ty
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Demostracié. Només cal observar que

Vi(xx) - (= By 'Vf(xr) <0

perque si By, és definida positiva, B, ! tambe, i recordar que les direccions de descens dj, sén
precisament les que compleixen V f(zy) - di < 0. O

3.2. Meétode del gradient

El métode métode del gradient, o del descens de més gran pendent, o steepest descent, consisteix
en agafar By igual a la identitat. Tindrem, en principi, la férmula iterativa

Tpr1 =z — Vf(zg) -

Aquesta eleccio sembla molt natural, perqué precisament la direccié —V f(z) és la de maxim
descens des del punt x. Ara bé, anirem a parar més o menys lluny de x; segons la magnitud
del gradient. Encara que anem en una direccié de molt descens, no estd garantit que el punt
d’arribada zy1 compleixi f(zp41) < f(xr). I aquesta desigualtat seria molt interessant que es
complis a cada iteracio, per assegurar almenys que anem millorant la funcié objectiu.

Per tant, és logic escollir —V f(x) com a direccié de moviment, perd també introduir un para-
metre g que ens determini la longitud del pas que farem en aquesta direccio:

Tht1 = Tk — OJka(l‘k) .

Idealment, volem descendir el més possible. Si abreviem dy := —V f(x1), el que volem és trobar
a > 0 que minimitzi la funcié

p(a) = fog + ady) .

[Vegeu la Figura 8.9 de Luenberger, pag 234: La figura representa les corbes de nivell d’una
funcié que té el minim en z*. El gradient és perpendicular a les corbes de nivell. Si agafem el
To com a punt inicial i ens movem en la direccié del gradient negatiu, la funci6é va descendint
fins que arriba al punt z1, a partir del qual comengaria a créixer altre cop. Per tant ens aturem
alla i en la segiient iteracio escollim com a direccié el gradient negatiu en z;. La funcié va
descendint i ens aturem alla on torna a pujar, que sera el punt x5. I aixi successivament. En el
dibuix sembla que cada direccié de moviment és perpendicular a 'anterior. I aixd és cert, com
ara veurem.|

Proposicié 3.2.1. La direccions dy que s’obtenen amb el procediment descrit, compleixen
diy1 - dr, = 0 (cada direccio és ortogonal a ’anterior).

Demostracio. Per la regla de la cadena,
¢ (o) = Vf(zg + ady) - dy, .
El punt aj que minimitza ¢ compleix que aquesta derivada és zero:
0=¢' () = Vf(zr +ondy) - d, = Vf(xpy1) - dp = —dpyr - di
O

El métode del gradient convergeix segur a un punt de gradient nul. Pero la convergéncia pot
ser molt lenta. En el dibuix de Luenberger que acabem de veure observem que al acostar-nos al
minim es perden moltes iteracions amb moviments petits. En canvi, si les corbes de nivell fossin
circulars, arribarfem al minim en una sola iteraci6. La ziga-zaga caracteristica d’aquest métode
és degut al diferent escalat de les variables.
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Figura 3.1: La banana de Rosenbrock. Representacié 3d (Wikipedia) i corbes de nivell (www.brnt.eu)

Per exemple, la funcié f(z1,r2) = 10023 + 23 té les variables mal escalades. Si fem z; = 1027,
z9 = g, obtenim f(z1,22) = z% + z% i el métode del gradient donaria el minim exacte en una
sola iteraci6. El métode de Newton en canvi és insensible a ’escalat, perqué la matriu Hessiana
ja codifica la curvatura.

Exemple 3.2.2. La funci6 f(z1,72) = (z1 — 1)? + 100(z? — x3)? s’anomena la banana de
Rosenbrock (Figura 3.1). Es una funci6 test que s’utilitza per provar i comparar algorismes (es
poden posar altres valors en lloc del 1 i el 100). Es evident que té un tnic minim en el punt
(1,1), on la funci6 val zero, i es facil veure que la matriu Hessiana és definida positiva en el
minim. Pero la funcié no és convexa i estd molt mal escalada prop del minim.

Exercici 3.2.3. Considereu la funci6 de tres variables f(x1,zq,z3) = et + x3 + :L‘§ — Xox3.
a) Feu una iteracio del métode de Newton a partir del punt (0,2,1).
b) Feu una iteracio del métode del gradient a partir del mateix punt.

3.3. Cerca lineal inexacta

En el métode del gradient, o en qualsevol altre, no és bona idea gastar molts recursos per
trobar el pas optim «j en la direccio de moviment. Aixo pot requerir moltes avaluacions de
la funcié f, amb algun dels métodes que hem estudiat al Capitol 2, només per fer una sola
iteraci6 del algorisme. Ha d’haver-hi un compromis entre el nombre d’iteracions d’un algorisme
i la complexitat de cada iteraci6. Normalment es preferible invertir en fer més iteracions i no
entretenir-se molt en cadascuna d’elles.

Aix0 ens porta a les técniques de cerca lineal inexacta.’> Es tracta de trobar a cada iteracié un
valor ay, que sigui bo, pero sense buscar gaire.

La condicié basica exigible és:
0) ¢(ax) < ¢(0).

Aixo és equivalent a dir que f(zgy1) = f(ap + ardr) < f(zr), o sigui que el valor de la funcié
objectiu millorara. Sidy és una direccié de descens, segur que existeix un oy complint aixo.

Aquesta condici6 sola no assegura, perd, que el métode convergeixi a un punt amb V f(z) = 0.
Hem de demanar més coses:

2En anglés, inezact line search. Aqui, line vol dir “en linia recta, unidimensional”; inezact es refereix a
“imprecisa, poc acurada”. La traduccié és dolenta, perd és 'habitual.
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1) Fixant un € amb 0 < ¢ < 1, volem que

do) < (0) + ¢ (0)ay, -

Equivalentment: f(zy + ardy) < f(zr) +eVf(xg) - di - oy .

Vegeu la Figura 3.2. Hi ha una linia discontinua quasi horitzontal que representa la funci6 afi
a— ¢(0) 4+ e¢'(0)a. Com que £ < 1, aquesta funci6 té un pendent més moderat que ¢ en
el zero, i la seva grafica anira, almenys al comengament, per sobre de la grafica de o — ¢(«),
representada per la linia solida blava.

(o) = f(or + ady,)

Wolfe 1,2

Wolfe 1,2,3

Figura 3.2: Illustracié de les condicions de Wolfe. En gris els pendents de les rectes dibuixades.

Esta clar que la condicié la compleixen tots els a prou petits. Tipicament, s’agafa un valor petit
per €, com ara € = 1073,

Com que tampoc volem fer passos molt petits, imposarem una altra condicio:

2) Fixant un n amb € < n < 1, volem que

¢'(ar) > 1¢'(0) .

Equivalentment, V f(zy + axdy) - dp > nV f(xg) - di .

La idea és no quedar-nos massa a prop del punt 0. Si la funcié f esta descendint rapid en
aquesta direccio, anem tirant endavant fins que ja no descendeixi tant rapid com al principi. Se
sol agafar un valor de 1 més aviat gran, com ara n = 0.9 . A la Figura 3.2 veieu que hem d’anar
més enlla del punt en qué el pendent de ¢ és n¢’(0)

Aquesta condici6 no descarta que ¢'(ay) sigui positiva (la funcié ha descendit pero ja ha tornat
a pujar). Per tal que no sigui molt positiva, podem afegir opcionalment aquesta altra condi-
cio:

3) Amb el mateix n d’abans,
¢ (o) < —n¢'(0) .
Equivalentment: V f(xg + apdy) - dp < —nV f(zg) - di
Les condicions 2) i 3) es poden resumir en |¢/(ag)| < n|¢'(0)] .

Definicié 3.3.1. Les condicions 1) i 2) s’anomenen the Wolfe conditions.
Les condicions 1), 2) i 3) s’anomenen the strong Wolfe conditions.
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[Les Figures 3.3, 3.4 i 3.5 de Nocedal-Wright, pagines 33, 34 i 35, illustren les condicions de
Wolfe 1 i 2 amb una funcié ¢ de forma més estranya. En particular es pot veure que poden
haver valors de « acceptables en intervals disjunts.]

Veurem que sempre existeixen passos «y complint les condicions de Wolfe, normals i fortes.
Només cal demanar que la funcié objectiu f estigui acotada inferiorment, cosa que suposarem
sempre pero ja no explicitarem, perqué en cas contrari segur que no hi ha minim.

Proposicié 3.3.2. Ezisteiz un interval de valors a complint les condicions de Wolfe 1), 2), 3).

Demostracio. Fixem 0 < e <n < 1.

Siguin ¢(a) := f(zr+ ady), 1 £(a) := $(0) +e¢'(0)cr, amb dj, direcci6 de descens de f en el punt
T

Sigui @ la primera interseccié de ¢ i ¢; qualsevol punt en (0, @) compleix Wolfe-1. I tindrem la
igualtat

6(G) = B(0) + ¢/ (0)a - (3.3)
Per altra banda, pel Teorema de Taylor d’ordre 1 (Teorema del Valor Mitja), existeix £ € (0, @)
tal que

¢(a) = 6(0) + ¢'()a . (3-4)
Igualant (3.3) i (3.4), obtenim

¢'(§) =4'(0) > ng'(0) (3.5)
(usant que n > € i que ¢/(0) < 0), i per tant £ compleix Wolfe-2.
Finalment, de (3.4) també es dedueix que ¢/(§) és negatiu. Per tant,

¢'(§) <0 < —n¢(0) (3.6)

i & compleix Wolfe-3.

Com que les tres condicions es compleixen amb desigualtat estricta, per continuitat deduim que
les condicions se satisfan en tot un interval al voltant de &. O

Ens preguntem ara si, per a qué un métode d’optimitzacié convergeixi a un punt z* amb gradient
nul, és suficient que escollim a cada iteracié una direccié de descens dy, i després un pas oy que
compleixi les condicions de Wolfe. La resposta és que no. Sabem que les direccions de descens
dy compleixen V f(xy) - di < 0, pero si aquest producte escalar va tendint cap a zero, pot ser
que al final I'algorisme s’encalli abans d’arribar al minim.

Per altra banda, esta clar que amb el métode de descens de més gran pendent, aixd no pot passar,
perqué Vf(zy)-di, = —||V.f(zx)||?, que només s’acostara a zero quan el gradient tendeixi a zero,
que ja és el que volem.

Doncs en efecte, només cal exigir que els productes escalars V f(xy) - di no se’'n vagin cap a zero.
Aix0 serd conseqiiéncia del segiient teorema important:

Teorema 3.3.3 (Teorema de Zoutendijk). Si a cada iteracié d’un algorisme d’optimitzacid la
direccid dy, €s de descens i el pas oy compleix les condicions Wolfe-1 i Wolfe-2, aleshores

> cos® O - ||V f () |)? < o0 (3.7)
k=1
on Oy és langle entre V f(xy) i di, o sigui

V f(xy) - dy
IV f(xr)ll - [ldill

cos b, =
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Demostracio. Per Wolfe-2, restant V f(zy) - di a banda i banda de I'expressié en termes de f,
tenim les desigualtats:

(n =DV f(xx) - di, < (Vf(xp + awdy) — V(ar)) - dy,
<NV (g + andy) = V f(zp)l| - ||dil]
< L |Jogdg]| - l|dr || = Loy di||?

per certa constant L, pel Teorema del Valor Mitja. Per tant,

n—1 Vf(xx)- de
L (| d [I*

ap 2>
Per Wolfe-1 i la desigualtat (3.9),

f(l’k + Oékdk) < f(xk) + 6Vf($k) ~dp - oy

1-n (Vf($k) -dk)
L ldk|]?

2
< fla) —¢

Anomenant C := EPT”, i usant (3.8) per introduir el cos 6y, la desigualtat queda

flae + apdy) < f(x) — C - cos® O - |V f ()| -

Sumant aquestes desigualtats per k = 1,...,n, i usant que 11 = g + axdg, tenim que

f@ng1) = f(@1) < =C Y cos O - ||V f ()|,

k=1

i per tant

;COS2 Ok . ”Vf(xk)||2 < f(wl) _df<mn+1) <M ’

per una certa constant M puix que se suposa que [ estd acotada inferiorment. Per tant, al fer
n — 00, surt una série convergent. O

Corollari 3.3.4. En la situacid del Teorema 8.5.3, si a més cos®f, > & > 0, per algun §,
aleshores algorisme fa que limg_,o V f (1) = 0.

Demostracio. Si la série (3.7) és convergent, en particular el terme general convergeix a zero:
limy,_ o cos? 04|V f(x1)||? = 0. Si el cosinus esta acotat per sota lluny del zero, ha de ser el
gradient que convergeixi a zero. O

Podem formular el mateix corollari posant la condicié en una successié parcial dels angles, i
obtindrem la mateixa conclusié per a la corresponent successié parcial dels gradients.

Corollari 3.3.5. En la situacié del Teorema 3.3.3, si a més cos> Ok, > 0 > 0, per algun 0 ¢
successio parcial {0k, }n, aleshores per a la mateiza parcial limy,—, V f(xy, ) = 0. ]

En la situacié d’aquest ultim corollari, ja podem considerar que 1’algorisme és convergent a un
punt estacionari, encara que només sigui mitjangant una parcial. Una conseqiiéncia d’aixo és
que, en un algorisme en qué:

a) les direccions de moviment s6n sempre de descens;

b) les cerques lineals es fan complint les condicions de Wolfe;
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només que de tant en tant introduim una iteracié del métode del gradient, podem assegurar que
l'algorisme convergeix a un punt estacionari.

Veurem ara com trobar un pas aj complint les condicions de Wolfe. Observem primer que donat
un « > 0, pot passar exactament una d’aquestes tres coses:

a) Es compleixen les condicions de Wolfe:

b) Hem anat massa lluny i Wolfe-1 no es compleix:
¢(a) > 6(0) +e¢'(0)ox
c¢) No estem prou lluny i Wolfe-2 no es compleix:

p(a) < ¢(0) +e¢'(0)a
¢’ (@) < n¢'(0)

Comencem establint els nimeros amin := 0, 1 pax indeterminat (tedricament +o00). Quan
passem pel cas b), posem apax := . Quan passem pel cas ¢), posem aui, 1= Q.

Quan hagim passat alguna vegada pel cas b), ja tindrem un bracket [Qmin, max|, dins el qual
busquem un bon «. Podem provar un nou a de manera simple, com ara el punt mig a =
W, o d’alguna altra manera, i tornar a mirar en quina de les tres situacions estem amb
el nou . Quan arribem al cas a), haurem acabat.

Un cop tenim el bracket, segur que acabarem trobant un bon « si per exemple aquest es va
reduint a la meitat a cada pas, perqué sabem que hi ha tot un interval de punts que compleixen
les condicions de Wolfe.

Si no tenim encara el bracket, el primer que hem de fer és anar augmentant o de manera
consistent. Si la funci6 és acotada inferiorment, per forga acabarem trobant un amax (vegeu
altre cop la Figura 3.2 i imagineu la situacio).

Exercici 3.3.6. Considereu la mateixa funcié de 'Exercici 3.2.3, i la direcci6 de descens de més
gran pendent des del punt (0,2,1) que heu trobat a I'apartat b). Demostreu que tots els « de
I'interval [0.05,0.99] compleixen les condicions de Wolfe, amb ¢ = 0.01 1 = 0.9. Demostreu que
tots els a de 'interval [0.05,0.95] compleixen les condicions de Wolfe fortes amb els mateixos &
in. O

3.4. Métodes quasi-Newton: BFGS

Tornant a la formula iterativa genérica (3.2), la idea dels métodes quasi-Newton és buscar una
matriu simétrica definida positiva B que s’assembli a la matriu Hessiana, perd que no necessiti
calcular derivades segones, que sigui facil d’actualitzar d’iteracié en iteracid, i que proporcioni
un ordre de convergéncia millor que el descens de més gran pendent, que és lineal, i encara que
no sigui tan bo com Newton, que és quadratic.

Dels diversos métodes quasi-Newton, el que es considera millor actualment és el de Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), que tenim programat a la GSL.

Quan tinguem By, la usarem per trobar la direccié de descens, amb

dp, = *kalv!f(l’k) .
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Després es busca un pas «aj complint les condicions de Wolfe, per obtenir finalment el punt
segiient:
Tkl = Tk + agdy .

Anem a veure com es calculen les matrius By en el métode BFGS. En la iteraci6 inicial, podem
agafar com a Bj la matriu identitat, si no tenim altre informacié rellevant, o la matriu Hessiana,
si no és dificil de calcular en el punt inicial x;.

Escrivim la féormula de Taylor d’ordre 1 per al gradient de f en el punt xp, avaluada en

Tp41:
V(@) = V) + V2 () - (@r41 — 2) + o(|[zega — zi)

(surt d’aplicar la tipica formula de Taylor d’una funcié real, component a component).

Té sentit per tant fer 'aproximacio

V2 f (k) - (e — 2k) & Vf(wps1) — Vf(2k)

(observeu I’analogia amb el quocient incremental en una variable: f”(xy) ~ %)

Buscarem una matriu By que compleixi aquesta relacié amb igualtat:

By1 - (xpy1 — 21) = Vf(2rg1) — Vf(zp)

Si denotem, per abreviar,

Sk = Tp41 — Tk

Yk = Vf(zrs1) — Vf(zk)

— p-1
Hy1 =By s

estem demanant que
Hi 1y = sg - (3.10)

A més volem que Hyy sigui simétrica i definida positiva. Existeix una matriu que compleixi
aquestes tres propietats? En principi hi ha molts coeficients per escollir, perod definida positiva
implica, multiplicant (3.10) per I'esquerra per yg, que

YkSk = YeHp1yr > 0

En general el producte escalar yisi no té per qué ser positiu, perdé veurem més avall que si el
pas de xp a xg+1 s’ha fet complint les condicions de Wolfe, aleshores és cert. Suposant aixo,
encara queda una certa llibertat per escollir la matriu Hg 1.

El métode BFGS proposa

T T T

SkY Yrs SkS
H,m:([_ Tk>Hk(I— Tk)+ Kok (3.11)

Yi. Sk Y. Sk Yi. Sk

on Hj, és la matriu del pas anterior, I és la matriu identitat, els vectors sén columnes, i | denota
transposici6. Es facil comprovar que si Hy és simétrica i definida positiva, i suposant y,;rsk > 0,
aleshores Hy 1 també és simétrica i definida positiva.

Com veiem a la formula (3.11), és molt facil calcular la nova matriu a partir de I’anterior, usant
només primeres derivades de la funci6 f.

Proposicié 3.4.1. En la situacio anterior, si el ay de xp11 = xp + agdy, compleix les condicions
de Wolfe, aleshores la matriu Hyyq de (3.11) és definida positiva.
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Demostracio. Hem de veure en primer lloc que el producte escalar de y, = V f(xg41) — Vf(xg)
per si = Ti4+1 — Tk €s positiu.

Wolfe-2 implica

V f(zp + ardy) - di, > 0V f(xy) - dy,
= Vf(xpy1) - sx >V f(xg) - sp
= (Vf(xr1) = VI(xr) - sk =0V f(xk) - sk — Vf(ar) - sp
= yksk > (= DV f(xr) - si. = (n = DV f(wg) - ardy >0,

la ultima desigualtat perqué tant (n — 1) com Vf(xp)ardy son negatius, gracies a qué dj és
direccié de descens.

Ara, si z és un vector qualsevol diferent de zero, multiplicant (3.11) per z per 'esquerra i per la
dreta,

T T T T
S S Z SES. 2
ZTHk+1Z=ZT(I—].€|_7yk)Hk<I—yl_C|_k)Z—I— -ﬁ k
Yy Sk Y. Sk Y Sk
T T T T 2
-l D] - )
Y Sk Y Sk Y. Sk

El primer sumand és estrictament positiu perqué Hj es definida positiva i estem multiplicant
a esquerra i dreta pel mateix vector; el segon sumand és més gran o igual que zero altre cop
perque y,;rsk > 0, gracies a les condicions de Wolfe. ]

Exercici 3.4.2. Demostreu que si f és estrictament convexa, aleshores per qualssevol dos punts
riyesté

(Vf(z) =V f(y) - (z—y) >0
Per tant, en aquest cas, no caldrien les condicions de Wolfe per assegurar l’existéncia de la
matriu definida positiva Hyy1 del raonament anterior.

Idea: Useu el Lemma 1.2.2 amb desigualtats estrictes, amb els punts x i y i després intercanviant
els seus papers. ]

Exercici 3.4.3. Si apliquem el métode BFGS en dimensi6 1, com queda la formula 3.11 (posant
aj = 1)7 On I'hem vista abans? O

Quant a la convergéncia del métode, donant per suposat que usem les condicions de Wolfe per
a la cerca lineal, només cal demostrar que el cosinus de l'angle entre —V f(zy) i di es manté
eventualment lluny del zero per tenir la convergéncia Vf(x;) — 0 quan k — oo aplicant el
Teorema de Zoutendijk. Efectivament, es pot demostrar d’aquesta manera que almenys una
successio parcial compleix aixo. La demostracié és complicada perqué s’ha d’anar veient com
canvia la matriu H; a cada iteracio.

Respecte I'ordre de convergéncia, es demostra que si en el limit z* la Hessiana V2f(z*) és
definida positiva, i es respecten les condicions de Wolfe amb e < 1/2, aleshores la convergéncia
és superlineal.

3.5. Métodes de direccions conjugades

Els métodes de direccions conjugades implementen una idea diferent als quasi-Newton. Es
interessant veure primer el cas particular en qué f és una funcié quadratica.

Una funcié quadratica f: R” — R té la forma

f(z)=izAz —bx, zeR", (3.12)
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on A és una matriu simétrica, que suposarem definida positiva, el que ens assegura que f és
estrictament convexa i té un inic minim. Podriem afegir un terme independent ¢ € R, pero aixo
no canvia res del problema d’optimitzacio.

Calculant el gradient i igualant-lo a zero, obtenim el sistema d’equacions lineals

Axr=b.
Exercici 3.5.1. Comproveu que el métode de Newton aplicat a aquest problema quadratic ens
ve a dir que resolem el sistema lineal Az = b invertint la matriu A. O

Un sistema lineal es pot resoldre de moltes maneres. Per exemple, eliminaci6 Gaussiana és
segurament la millor possibilitat en dimensions petites. Veurem com resoldre’l amb el métode
de direccions conjugades.

Definicié 3.5.2. Si A és una matriu definida positiva, un conjunt de vectors no nuls {ds, ..., d}
s’anomena, conjugat respecte A si

diAdeO, Si’i;ﬁj.

O
Exercici 3.5.3. Demostreu que si {dy,...,d,} son conjugats respecte A, aleshores son lineal-
ment independents. O

Teorema 3.5.4. Si {dy,...,d,} és un conjunt de direccions conjugades, x1 € R™, i fem
Tyl = Tk + agdy

amb oy el minim exacte en la cerca lineal, es convergeix al minim x* de la funci6 (3.12) en n
iteracions com a maxim.

Demostracio. Per 'Exercici 3.5.3, els vectors {dy,...,d,} formen base. Podem escriure
¥ —x1 =o1dy + -+ ondy, (3.13)

per certs coeficients o1, ...,0,. L’objectiu és veure que aquests coeficients sén precisament els
aj que resulten de fer la minimitzacié exacta en la direccié dg, i ja haurem vist que partint de
r1 1 sumant successivament aydy, ..., a,d, s’arriba a x*.

Multiplicant per I'esquerra per di A, usant la propietat de conjugacio (3.5.2),
dkA(J:‘* — .%'1) = dkA(Uldl + -+ Undn) = opdi Ady, |

d’on
diA(x* — x1)
op = —F7——>
di Ady,

En aquesta expressié podem posar x; en lloc de x1, perqué
A A(z" — x1) = dpA(x™ — 2 + 2 — 1) = dpA(x™ — x1) + dpA(xp — 21)
i I'dltim sumand és zero, altre cop per la propietat de conjugacio:

xp—x1 =01d1 + -+ op1dp—1 = diA(xp —x1) =0 .

Ara calculem els «y, optims de la cerca lineal exacta. Si ¢p(«) = f(x) + ady), derivant i igualant
a zero obtenim

0= (A(:Ek + Ozdk) - b)dk = (A(:Uk + adk) — Ax*)dk ,
i d’aqui surt, aillant «,
B di A(z* — )

o= = (3.14)
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[Observeu la Figura 5.1 de Nocedal-Wright, pag 104: Representa les corbes de nivell d’una
funci6 quadratica en R?, que son ellipses amb els eixos coincidint amb els eixos de coordenades.
Aixo vol dir que la matriu A és diagonal. Les successives direccions conjugades séon les dels
eixos, 1 aix0 implica que a cada iteracid es fixa una coordenada correcte del punt minim: Passant
de z¢ a z;1 és determina la primera coordenada, i passat de x; a x5 la segona. Si estiguéssim en
dimensi6 superior seguiria la seqiiéncia. En general, les ellipses no estaran alineades amb els
eixos de coordenades, pero igualment a cada iteraci6 és fixa un subespai del subespai anterior,
fins que queda individualitzat el minim en n iteracions.]

Veiem ara com trobar les direccions conjugades. Seguim amb el cas de f quadratica. Una
possibilitat és calcular els vectors propis de A, que sén conjugats respecte A, perd aixo és molta
feina, equivalent a fer eliminacié6 Gaussiana en el sistema Ax = b.

Denotem
r(zk) = Az — b,

que anomenarem el residu, perqué és el que “sobra” per arribar a la solucié del sistema. En
realitat no és més que el gradient V f(x) en el punt x;. Observem que els oy, optims de (3.14)
es poden expressar també
—r(z)dg

di Ady,
Suposant que ens hem mogut per direccions conjugades fins la dj_1, imposarem que dj tingui
la forma

A —

dip = —r(zg) + Brdi—1 ,

amb (i uns escalars a determinar de forma que di_1 i di siguin conjugades. Es facil trobar els
Br:
0= dp_1Ardy, = —dp_1Ar(zy) + Brdr—1Ady—1 ,
i d’aqui
. dkflAT(.%'k)
 dp1Adg—
Amb aquest procediment, di sera automaticament conjugada de totes les direccions anteriors
també (Teorema segiient 3.5.5). Resumim primer I’algorisme:

Bk

x1 punt inicial

r(zy) = Ax; —b

dy = —r(z1)

Mentre r(xy) # 0, fer

—r () dy
di Ady,

Tht1 = T + ody,

af =

r(Tpt1) = Axpqr — b

5 _ drp Ar(zk41)
di+1 = =1 (2p41) + Brt1d

Teorema 3.5.5. En qualsevol iteracid del algorisme anterior, es té que dipAd; = 0, per a tot
i < k; és a dir, el conjunt de direccions generades és conjugat respecte la matriu A. A més, els
residus generats son ortogonals: r(xy)r(x;) =0, per a tot i < k.

La demostraci6 és una mica llarga i no la farem.? Usant la ortogonalitat dels residus es pot

refinar 'algorisme per estalviar algunes operacions. Podeu veure la versi6 refinada a la pagina

3Es el Teorema 5.3 de Nocedal-Wright.
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112 de Nocedal-Wright. Essencialment, el calcul de S11 es pot simplificar a

T(Tg1)7(Thy1)
r(zk)r(wk)

Br+1 =

Passem ara al cas general de funcions objectiu no quadratiques. Hi ha dues possibilitats sem-
blantment bones, totes dues programades a la GSL: els métodes de Fletcher—Reeves i de Polak—
Ribiére. Sobre funcions quadratiques tots dos sén idéntics al que ja hem vist.

En el métode de Fletcher-Reeves, fem la substitucio natural dels residus r(xj) pels gradients
V f(xg), i fem cerca lineal inexacta. Ens queda:

x1 punt inicial

dy ==V f(xy)
Si estem en xy, fer
ai = (Wolfe)
Tpt1 = Tk + agdy
Bray = Vf(@k+1)V f(@g+1)
Vf(zk)V f(zk)

di+1 = =V f(Trt1) + Brtrdi
fins que V f(zy) = 0.

Com veiem, no calen matrius, i només cal calcular un gradient nou a cada iteracié. El problema
és saber si les di obtingudes aix{ s6n direccions de descens o no. Si multipliquem la tltima linia
del bucle per V f(xk41), obtenim

Vf(@pt1)dir1 = — |V (@) I? + Bea1 VI (Tprr)dy -

Si la cerca lineal és exacta, V f(xgi1)dry = 0 (vegeu la demostracié de la Proposicié 3.2.1), i
clarament queda V f(zr11)dr+1 < 0. Sila cerca no es exacta, es pot demostrar que de tota
manera surten direccions de descens si es compleixen les condicions de Wolfe fortes amb 1 < %, i
que s’obté la convergéncia a zero dels gradients sobre una successio parcial: V f(zy, ) — 0.

El métode de Polak—Ribiére defineix d’una altra manera els (B i la resta és igual:

By = Vf(@r1) (VS (1) = V(21))
e V(@) V f () '

Esta considerat experimentalment millor que Fletcher—Reeves, pero en aquest cas les condicions
de Wolfe fortes no garanteixen tenir direccions de descens, llevat que la funcié f sigui estrictament
convexa. La manera d’assegurar la convergéncia és fer cada cert nombre d’iteracions un “restart”,
posant B = 0, que equival a fer una iteraci6 del métode del gradient. Com ja hem vist, aixo
garanteix que per a una successié parcial hi ha la convergéncia dels gradients a zero.

En l'algorisme de Fletcher-Reeves també és convenient programar ‘restart” periodics, perqué
quan una direcci6 és “poc de descens” (gairebé ortogonal al gradient), la segiient iteracié també
tendeix a tenir el mateix defecte, i la convergéncia es fa molt lenta.

3.6. Métodes sense derivades: Nelder—Mead

Analogament als problemes de dimensi6 1, podem intentar buscar minims locals d’una funci6 de
diverses variables sense usar derivades. El métode basic és el de Nelder—-Mead, també anomenat
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“métode del simplex”, perd no el confongueu amb el métode del simplex d’Optimitzacié Lineal,
que no té absolutament res a veure. Aqui el simplex es refereix a n+1 punts de R™ que no estiguin
continguts en un hiperpla (per exemple, en R?, tres punts que no estiguin alineats).

Els valors de la funcié objectiu en els punts del simplex ens donen una idea de la forma de la
funcio a les rodalies. Segons quins seguin aquests valors, se substitueix un dels punts del simplex
per un nou punt. I es continua el procediment amb el nou simplex. El tenim programat a la
GSL. Es un métode del que no es pot assegurar en general que convergeixi a un punt estacionari
(hi ha contraexemples rebuscats), perd que acostuma a funcionar bé i s’utilitza molt.

Tmax
Lexp Tref Tce

o
Tmin

Figura 3.3: Illustraci6 del métode de Nelder—Mead en dimensié 2

Tenim un simplex de n + 1 punts {2°,... 2"} de R™.
Denotem per Tyin 1 Tmax €l millor i el pitjor punts del simplex.
Denotem per & el punt mig (centre de masses) de tots els punts excepte el pitjor, o sigui,

1 —~
z = E(—mm%%—le)
i=0

Calculem el “punt reflectit” de xp.x a través de Z:

Tref 1= 2% — Tmax

Avaluem f en Zy.f i trobem tres possibles casos:

(a) El valor de f en zyef esta entre el millor valor i el segon pitjor valor del simplex:

f(@min) < f(@rer) < max{f(xi) Dt # Tmax }
Llavors canviem Tmax Per Tref.

(b) El valor de f en yef és el millor de tots: f(xyef) < f(Zmin). Intentem una “expansio™

Texp = 2Tref — T

— Si f(Zexp) < f(Zret), canviem Tyax Per Texp -
- Si f(xexp> > f(xref); canviem Tmax Per Tref -

4Totes les desigualtats que segueixen son estrictes per claredat. En cas d’empat es pot seguir qualsevol de les
possibilitats.
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(c) El valor de f en .t és pitjor que el segon pitjor valor del simplex:
f(xref) > maX{f(xl) D 75 xmax}

= Si f(2ref) < f(%max), calculem xce := %(l‘ref—Fi'). Si f(@ee) < f(xref), fem “contraccio
exterior”: Canviem Tpyax Per Tee.
—Si f(2ref) > f(Tmax) calculem x := %(azmax+a§). Si f(xci) < f(Zmax), fem “contraccio
interior”: Canviem ZTyayx per Tei.

— Si no s’ha pogut fer contraccié exterior o interior, canviem cada z* per %(:cmin +
x').
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Optimitzacié amb restriccions a R"

Com podeu comprovar fullejant el Nocedal-Wright, Capitol 15 i segiients, les restriccions aug-
menten forga la complexitat d’un problema d’optimitzacié. Hi ha idees molt diverses per dis-
senyar algorismes d’optimitzacié amb restriccions, i es fa dificil fins i tot trobar una manera de
classificar-les.

Hi ha métodes que funcionen bé quan les restriccions sén només d’igualtat, altres que tenen sentit
només amb restriccions de desigualtat, i també hi ha maneres de convertir una igualtat en dues
desigualtats (h(z) = 0 equival evidentment a h(x) < 01 —h(z) < 0), o convertir una desigualtat
dificil en una igualtat més una desigualtat facil (g(x) < 0 equival a g(x) + xp41 =0, Tpy1 >0,
amb z,41 una nova variable).

Potser en algunes situacions és poden eliminar variables per substitucié directa, perd aizo és
perillds, 1 cal estar segurs que es pot fer. A la llista de problemes extra que teniu sobre el
Capitol 1 hi ha un exercici que illustra que en general no es pot fer.
[L’apartat 15.3, pag 426, del Nocedal-Wright comenga amb un exemple d’una funci6é objectiu
qualsevol i restriccions lineals, que es pot reduir d’un problema de quatre variables amb dues

restriccions a un problema de dues variables sense restriccions. Es clau que les dues restriccions
siguin lineals, i que no hi hagi desigualtats.

En canvi Pexemple segiient (el 15.2, pagina 427) ens mostra un cas en qué seria erroni fer
substitucions.]

Veurem molt per sobre unes idees sobre com resoldre un problema d’optimitzacié no lineal amb
restriccions. A la GSL no hi ha algorismes per aquest tipus de problema. Hi ha una altre
biblioteca de funcions en C, la NLopt, dedicada només a optimitzacid, que si en té.

Una idea natural és deixar que l’algorisme pugui passar per punts no factibles, i intentar reduir a
la vegada la funci6 objectiu i la violaci6 de les restriccions. Aix0 ens porta a considerar funcions
de merit. Per exemple, si tenim el problema

min f(z)

subjecte a: { h(z) =0 (4.1)
g(x) <0

amb f: R" - R, h: R" =5 R™, g: R” — RP, considerem la funcio6

O(a;p) == f(@) +p Y |hi(@)] + 1> lgi(@)]", (4.2)
=1

=1

on [z]T = max{0, z} > 0 és la part positiva de z.
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La funcié ® combina la funcié f amb una penalitzaci6é sobre cada restriccié que no es compleixi.
Es d’esperar que si anem trobant el minim de ® (sense restriccions), amb un parametre de
penalitzacié p cada cop més gran, els minims successius vagin violant menys les restriccions i al
final convergeixin al minim del problema original.

Teorema 4.0.1. Siz* és un minim local estricte de (4.1), existeir un [i tal que x* és un minim
local de (4.2) per a tot p > fi.

Aquest teorema demostra que si augmentem suficientment la penalitzacié, en algun moment
l'optimitzacié de ® coincidird amb la de f. EIl que no es pot saber a priori és fins on cal
augmentar la penalitzacid. A més, la funci6 ® no és derivable, degut al valor absolut i a la part
positiva; per tant, no li podem aplicar métodes d’optimitzacié sense restriccions que involucrin
derivades.

Exemple 4.0.2. Considereu 'Exemple 1.3.12: Minimitzar f(x1,x2) = 21 4+ x2 sobre la circum-
feréncia 22 4+ 22 — 2 = 0. La funcié de mérit és

O(z; p) == w1 + 29 + plrt + 23 — 2| (4.3)

Es pot comprovar que quan g > 0.5, el minim de ® (sense restriccions) coincideix amb el minim
del problema original. Sabem que aquest minim esta en (—1,—1). Observeu la Figura 17.4 de
Nocedal-Wright, amb les corbes de nivell de ® i localitzeu el minim. O

Per poder utilitzar métodes amb derivades, necessitem penalitzar de manera que ® sigui més
suau. Podem penalitzar amb termes quadratics:

O(wip) = f2)+p Y hi@)?+p> (gi2)]") (4.4)
=1 =1

Les segones derivades sén encara discontinues, pero la primera existeix i és continua, i per tant
és possible usar un métode sense restriccions que involucri primeres derivades.

En el cas de (4.2), podem descriure un algorisme marc de la manera segiient:
Decidir un valor inicial de po > 0, una tolerancia 7 > 0, i un punt inicial g ;
Fer, per £k =0,1,2,...,

Trobar z; minim de ®(x; ), comencant en xy, o;

Si Yo Thi(x)| + 328 1 [gi(x)]t < 7, donar resultat final zj; PARAR
Escollir un nou parametre de penalitzacid pr41 > pk

Escollir nou punt inicial x,41 9

Aquesta és la idea general, pero hi ha molts detalls a precisar: Com s’escull la seqiiéncia de
u (per exemple, es pot agafar pp.1 com 'anterior py multiplicat per una constant, com ara 5
0 10); com s’escullen els punts inicials x o (una idea natural és agafar el minim del problema
anterior); fins a quin punt hem de trobar un minim molt aproximat de cada problema, o passar
rapid a la iteraci6 seglient (sobre tot en els primers cicles), etc. La tolerancia 7 també es pot
anar reduint a cada cicle.

Per al cas de (4.4), el mateix esquema serveix, amb la possibilitat addicional que si s’utilitza
un métode amb derivades, el criteri de parada en cada cicle pot esta basat en una tolerancia
sobre el gradient, tipus ||Vz®(z; pg)|| < 7k, on 75 és una successio de tolerancies decreixent. No
es pot assegurar un resultat idéntic al Teorema 4.0.1, pero si que hi ha convergéncia a un punt
estacionari del problema original, quan la successié de tolerancies tendeix a zero i la successio
de penalitzacions tendeix a infinit.
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Exemple 4.0.3. Tornant a I’exemple basic 1.3.12, amb penalitzacié quadratica tindrem la funcié
de merit
(x5 1) i= 21 + 22 + p(at + 23 — 2)*

Les corbes de nivell d’aquesta funci6 estan a les Figures 17.11 17.2 del Nocedal-Wright. Observeu
que les corbes de nivell quasi circulars prop del centre de la figura assenyalen un maxim local;
no un minim. O

Exercici 4.0.4. Per una funcié objectiu que, considerada sobre tot R™, no estigui acotada
inferiorment, pot ser que la funci6 de mérit ¢ segueixi essent no acotada si la penalitzacié és
massa petita.

Considereu la minimitzacié de —5z% + 23, subjecte a ;1 = 1. Resolent les condicions necessaries
de Karush-Kuhn-Tucker, comproveu que el minim esta en (1,0). Escriviu la funci6 ® amb
penalitzaci6 quadratica i comproveu que per p per sota d'un cert valor (quin?) el problema
segueix essent no acotat. En aquests casos es veuria una rapida divergéncia en 1'optimitzacié de
® sense restriccions, i caldria aturar-la i augmentar la p. O

Suposem ara que només tenim restriccions d’igualtat.

Es pot veure que la violaci6 d’una restriccio h;(x) = 0 en el punt optim zj obtingut amb
la penalitzacié py en el meétode de penalitzacié quadratica és h;(xy) ~ Af/pi (aproximacié
de primer ordre), on A} és el multiplicador de Lagrange de la restricci6 en el punt optim del
problema original.

El métode del Lagrangia Augmentat es basa en aquesta observacié. Es tracta de introduir aquest
error sistematic en la funcié ® per eliminar-lo. Els valors de A} no es coneixen; pero suposem
que en tenim una estimacié A;. Podem intentar minimitzar sense restriccions

O, A p) = f(2)+ Y Nib(@) + 1Y i)’ (4.5)
i=1 i=1

Aquesta funci6 és com la que apareix en els teoremes de condicions necessaries i suficients del
Capitol 1, perd amb el terme de penalitzacié quadratica addicional.

Suposem que a la iteracié k-ésima, corresponent a minimitzar (4.5) amb penalitzacio py i esti-
maci6 dels multiplicadors )\f , hem obtingut el punt optim xi. Es pot demostrar que la violacié
de la restriccions ve ara donada per h(xy) = l%k()\;‘ — AF). Per tant, sembla que podem millorar
Pestimaci6é dels multiplicadors de Lagrange, fent

A= AF + pghi () (4.6)

L’algorisme ens queda:

Decidir un valor inicial de pop > 0, una tolerancia inicial 79 > 0, un punt inicial xg g, i
una estimacio inicial A\Y;

Fer, per k =0,1,2,...,

Trobar xj;, minim aproximat de ®(z, A\¥; ), comencant en x)0, 1 acabant quan
IV ® (e, A5 )] < 7

Si la violaci6 de les restriccions esta dins una tolerancia admissible, donar resultat
final zp; PARAR

Actualitzar I'estimaci6 dels multiplicador de Lagrange amb (4.6)
Escollir un nou parametre de penalitzacid pg11 > px

Escollir nou punt inicial zj410 = %
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Escollir nova tolerancia 7x41

Aquesta métode millora el métode de penalitzacié quadratica en el sentit que existeix un i a
partir del qual I'optim de ® coincideix amb I’0ptim del problema original, i els multiplicadors
de Lagrange també convergeixen. Esta considerat actualment una de les millors opcions i esta
programat a la biblioteca NLopt.

Exemple 4.0.5. Continuant amb 'exemple 1.3.12, en el métode del Lagrangia Augmentat
usarem la funcié de meérit

Oz, \;p) i= 21 + 22 + Na? 4+ 25 — 2) + p(a? + 23 — 2)?

Les corbes de nivell d’aquesta funci6 estan a la Figures 17.5 del Nocedal-Wright. S’assemblen
a les de la Figura 17.1, peré amb la mateixa penalitzacidé s’obté un punt molt més proxim a
I’optim del problema original. O

Si tenim restriccions de desigualtat, la manera més senzilla d’incorporar-les és convertir-les en
igualtats mitjancant noves variables restringides a ser positives, com hem mencionat al principi
del capitol. Estarem introduint noves restriccions de desigualtat, perd que son facils de tractar
en cada subproblema. També és possible mantenir dins dels subproblemes les restriccions (d’i-
gualtat 1 desigualtat) que siguin lineals. Aixo és el que fa el métode del Lagrangia Augmentat
en la NLopt.
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